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• À CAPES pelo apoio financeiro.
RESUMO
Sistemas quânticos integráveis unidimensionais, como redes de spin e gases quânti-
cos, são bem descritos por uma superposição finita de ondas planas, denominada Ansatz
de Bethe. Tais sistemas com muitas part́ıculas compartilham a caracteŕıstica de suas
interações serem fatoráveis em várias interações de dois corpos, possúırem simetria de
grupos de reflexão e serem formados, em sua maioria, por part́ıculas de massas iguais. Os
sistemas com massas diferentes solúveis por Ansatz de Bethe encontrados na literatura
são restritos a part́ıculas impenetráveis para preservar a estrutura de grupo de reflexão.
Como essa justificativa não é suficientemente explorada, desenvolvemos uma descrição
semiclássica para o sistema de duas part́ıculas em uma caixa unidimensional (1D) para
entender melhor as restrições à aplicabilidade do Ansatz de Bethe para massas diferentes.
Essa descrição semiclássica consiste em construir uma função de onda do tipo Ansatz de
Bethe estendida para razões de massas γ geradoras de conjuntos finitos de momentos nas
sucessivas colisões clássicas das part́ıculas. Essa função de onda estendida foi aplicada
para o caso classicamente integrável γ = 3 e foi observado que ela satisfaz as condições de
contorno apenas no limite de potencial infinito. Como isso não foi suficiente para inferir se
esse caso é, ou não, quanticamente integrável, propomos um modelo para calcular o genus
do bilhar correspondente (retângulo com parede permeável em sua diagonal), que permi-
tiu mostrar que ele é pseudointegrável. Isso vale para todos os bilhares correspondentes
as demais razões de massas γ = 1. Com a expressão do genus, foi posśıvel representar
a função de onda do tipo Ansatz de Bethe como uma soma infinita de ondas planas no
limite do genus infinito, concordando com a Conjectura de Berry.
Palavras-chave: Ansatz de Bethe, Duas part́ıculas, Bilhar.
ABSTRACT
One-dimensional integrable quantum systems, such as spin networks and quantum ga-
ses, are well described by a finite superposition of plane waves, the so-called Bethe Ansatz.
Such many-particle systems share a number of characteristics, such as: their interactions
being factorable into two-body interactions, displaying reflection symmetries, and, for the
most part, consisting of particles of equal masses. Systems with different masses found to
be soluble by the Bethe Ansatz are restricted to impenetrable particles, in order to pre-
serve the reflection group structure. The extent to which this requirement is necessary or
sufficient is not sufficiently explored, we developed a semiclassical description for the two-
particle system in one-dimensional box (1D) in order to better understand the restrictions
on the applicability of Bethe Ansatz for systems with different masses. This semiclassical
description consists in applying a wave function of the type Bethe Ansatz to mass ratios
γ that generate finite sets of momenta in the successive classical collisions of particles.
We find that this extended wave function, when applied to the classically integrable case
γ = 3, satisfies the boundary conditions only at the limit of infinite potential. As this
result is inconclusive with respect to the system’s quantum integrability, we proceeded
to calculate the genus of the corresponding billiards (rectangles with permeable diagonal
walls), which allowed us to demonstrate the system to be pseudointegrable. This is true
for all billiards corresponding to any γ = 1 mass ratios. Using the genus expression, we
could write the Bethe Ansatz wave function as an infinite sum of plane waves in the limit
of infinite genus, in agreement with Berry Conjecture.
Keywords: Bethe Ansatz, Two particles, Billiard.
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2.1.1 Bilhares Poligonais Clássicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.2 O Método Unfolding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.3 Bilhares Poligonais com Barreiras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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F.1 O Hamiltoniano Clássico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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O desenvolvimento da Mecânica Quântica no ińıcio do século XX promoveu avanços no
entendimento de vários fenômenos f́ısicos onde a teoria clássica falhou no aporte teórico.
Um exemplo disso é o ferromagnetismo que, assim como o magnetismo, é um fenômeno
f́ısico essencialmente quântico, por ter a sua origem no spin do elétron e pela proibição
de elétrons com o mesmo spin compartilharem o mesmo estado de energia (Prinćıpio de
Exclusão de Pauli). Isso significa que, se elétrons tiverem spin paralelos ou antiparalelos,
a sua localização no orbital atômico será afetada, mudando a intensidade de interação
eletrostática entre eles e, por conseguinte, na diferença de energia nos dois estados eletrô-
nicos.
Um dos primeiros estudos sobre ferromagnetismo nesse contexto quântico foi realizado
por Hans A. Bethe (1906-2005) em 1931 [1], através de um modelo unidimensional (1D)
de metal, consistindo em um arranjo (ou cadeia) linear, finito, periódico e isotrópico de N
part́ıculas de spin-1
2
, fixamente posicionadas, que interagem apenas entre os seus vizinhos
muito próximos1. Para se determinar os autoestados e autovalores desse problema, H.
Bethe desenvolveu um método consistindo em se supor que a função de onda exata do
sistema seja uma superposição finita de ondas planas. Isso faz sentido fisicamente, uma
vez que a interação das part́ıculas é apenas entre seus vizinhos próximos, de maneira que
a onda de spin (mágnon) entre elas se comporte como uma “part́ıcula livre”, que é bem
descrita quanticamente como uma onda plana. Este método foi posteriormente denomi-
nado de Ansatz de Bethe por C. N. Yang. Ansatz é uma palavra de origem germânica
significando suposição, hipótese ou palpite. Então, o Ansatz de Bethe2 é um palpite de
1Esse modelo é denominado de modelo de Heisenberg isotrópico ou modelo de Heisenberg XXX.
2Além disso, o Ansatz de Bethe é denominado, em inglês, como Coordinate Bethe Ansatz, cuja tradução
seria como Ansatz de Bethe em coordenadas ou coordenada. Essa diferenciação de nomenclatura é
importante, pois há uma versão para segunda quantização do Ansatz de Bethe original denominada de
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solução a ser verificado posteriormente.
No entanto, esse problema poderia ser resolvido diagonalizando-se a matriz represen-
tando o hamiltoniano, como usualmente é feito. Nesse sentido, qual teria sido a motivação
de H. Bethe a propor o seu Ansatz para resolver o problema? O próprio H. Bethe não
justificou claramente o motivo [2], mas M. Karbach e G. Muller explicam qualitativamente
o porquê em [3]. Esbocemos a explicação deles.
Antes de se diagonalizar efetivamente o hamiltoniano, por razões de eficiência compu-
tacional, é interessante expressá-lo como uma matriz em blocos (subespaços invariantes)
ao longo da sua diagonal principal. A base conveniente é aquela formada por N vetores
ortogonais representando spin up e spin down. Para o primeiro bloco, escolhe-se como
base desse subespaço o vetor cujos componentes3 são os N spin up, ou seja, esse subes-
paço é 1D e corresponde ao estado de referência ou fundamental do sistema. Para o bloco
seguinte, a base de vetores conveniente é aquela onde componentes desses vetores têm um
único spin down, |j〉, em que j ∈ {1, ..., N}. Então, esse subespaço terá dimensão N . Para






translacionalmente invariantes, em que k é o número de onda e ı é a unidade imaginária.
Para os demais blocos, acrescenta-se, em cada um deles, um componente de spin down até
se exaurir os N componentes. Entretanto, a simetria translacional, mesmo quando com-
binadas com as simetrias rotacional de spin e de reflexão na cadeia, não é mais suficiente
para se diagonalizar completamente o hamiltoniano [3].
Lembrando-se que apenas part́ıculas muito próximas interagem entre si, a Eq. (1.1)




a(j1, ..., jr)|j1, ..., jr〉, (1.2)
em que |j1, ..., jr〉 é um estado correspondente a r spin down,











Algebraic Bethe Ansatz. Não trataremos dele aqui.
3Conforme o Grande Dicionário da Ĺıngua Portuguesa, de Antônio Houaiss, esse vocábulo é um
substantivo masculino quando significa parte de um todo, apesar do uso frequente como substantivo
feminino por vários autores.
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é uma superposição finita de ondas planas, P é um elemento do grupo de permutação
Sr, AP é a amplitude das ondas planas e kPl é o número de onda, que é essencialmente
o seu Ansatz. Com o aux́ılio da equação de Schrödinger e as condições de contorno do
problema, determinam-se os coeficientes AP e, por fim, os autovetores e autovalores exatos
do sistema. Como os spin vizinhos interagem entre si, as respectivas amplitudes AP e AP ′ ,
com P = P ′, adquirem uma diferença de fase devido ao espalhamento de ondas de spin,
análogo a um espalhamento de duas part́ıculas. Isso significa, então, que o Ansatz de
Bethe fatora um problema de muitos corpos interagentes em vários problemas de dois
corpos interagentes. Esse resultado pode ser considerado como a ideia básica para definir
integrabilidade quântica no presente contexto [5, 6]. Para algumas definições mais gerais
de integrabilidade em Mecânica Quântica, considere as seguintes referências [7–9].
Perceba que o Ansatz de Bethe é, efetivamente, uma mudança de base conveniente,
que conduz à diagonalização exata do problema. Os detalhes referentes aos cálculos da
Eq. (1.2) podem ser encontrados nos livros de M. Gaudin [4, 5] e M. Takahashi [10].
Apesar do Ansatz de Bethe na forma como fora publicado em [1] não ter uma fun-
damentação rigorosa, ele tornou-se seminal, pois ofereceu um novo olhar na revisitação
tanto de problemas com soluções pouco acuradas, ou sem soluções, quanto na formula-
ção de novos problemas. Em vista disso, é comum em publicações sobre o tema que o
Ansatz de Bethe esteja adaptado de acordo com as particularidades do problema, mas
mantendo intacta a ideia original de alguma maneira, como as suas extensões termodinâ-
mica e de segunda quantização. Há também um esforço concomitante de fundamentá-lo
rigorosamente, como a identificação da sua estrutura com Álgebras de Lie [11] e Gru-
pos Quânticos [12, 13]. A seguir, daremos um panorama dos problemas mais relevantes
abordados pelo Ansatz de Bethe.
Após a sua publicação em 1931, Lamek Hulthén (1909-1995) estudou a versão anti-
ferromagnética do modelo de Heisenberg em seu doutorado [14], no qual ele determinou,
via Ansatz de Bethe, a energia do estado fudamental por śıtio de ocupação de spin e os
números de onda no limite de comprimento infinito dessa cadeia.
Em 1963, Elliot H. Lieb e Werner Liniger (1927-2017) usaram o Ansatz de Bethe para
encontrar a função de onda e os autovalores de energia exatos para um sistema de N
bósons sem spin, interagentes por um potencial repulsivo delta de Dirac, de intensidade
finita e confinadas em uma região 1D sujeita a condições de contorno periódicas [15,16]. Ao
contrário do modelo de Heisenberg, esse sistema é um arranjo de part́ıculas em movimento,
que podem tanto ser transmitidas, quanto colididas elasticamente entre si. Esse sistema é
conhecido como modelo de Lieb-Liniger. Além disso, no limite termodinâmico (número de
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part́ıculas e extensão da região 1D infinitos, mas mantendo a densidade finita), esse modelo
recupera resultados previstos pela teoria pertubativa de Bogoliubov para intensidades
fracas de potencial de interação. Esse resultado foi muito importante à época, pois se
careciam de modelos satisfatórios de muitas part́ıculas para se entender, por exemplo,
gases e ĺıquidos, constitúıdos por part́ıculas interagentes por potenciais de dois corpos.
Em 1960, Marvin D. Girardeau (1930-2015) [17] mostrou que o espectro de autovalores
de energia para bósons interagentes sem spin coincide com o espectro de autovalores para
férmions sem spin não interagentes à medida que se aumenta a intensidade de interação
dos bósons, pois eles tendem a evitar a ocupação do mesmo estado quântico de energia
nessas circunstâncias. Esse resultado se mantém válido também para o caso de bósons e
férmions de spin-1
2
impenetráveis [18]. Dualidade análoga foi demonstrada mais de 30 anos
depois em [19], no qual férmions fortemente (fracamente) interagentes correspondem a
bósons fracamente (fortemente) interagentes, enquanto J. B. McGuire resolveu o problema
semelhante para um gás formado por N − 1 férmions com spin up e um férmion com spin
down para interação de contato repulsiva [20] e atrativa [21].
Percebendo que todos os problemas de muitos corpos até então resolvidos por Ansatz
de Bethe são espacialmente periódicos e as interações locais entre as part́ıculas são per-
mutações de spin ou de momento, Chen Ning Yang conseguiu reinterpretar esses modelos
como um problema matricial de autovalores, utilizando-se uma representação irredut́ıvel
do grupo de permutação [22,23]. As colunas dessas matrizes correspondem a autovetores
antes e depois da interação local das part́ıculas; além disso, cada coluna é expresśıvel em
termos de qualquer outra coluna dessa matriz. Teremos, então, uma sequência de matrizes
de espalhamento para relacionar esses dois autovetores, obtendo-se uma sequência tempo-
ral dessas interações. Isso mostra a fatoração do problema de N corpos interagentes como
vários problemas de dois corpos, como esperado. As matrizes que conectam esses auto-
vetores satisfazem uma relação conhecida atualmente como equação de Yang-Baxter [24],
pois foi obtida também por Rodney J. Baxter [25,26] na determinação da função partição
do modelo de 8-vértices4. Essa equação mostra que o resultado final de um espalhamento
independe da sequência de colisões ou transmissões binárias que o originou. Em [28], C.
N. Yang mostrou que a matriz de espalhamento para esse problema de N corpos é unitário
e simétrico, tanto para o caso de interação repulsiva, quanto para a atrativa.
Com essa generalização, C. N. Yang e C. P. Yang desenvolveram uma descrição ter-
modinâmica de equiĺıbrio para o modelo de Lieb-Liniger [29], permitindo, através de uma
4Esse foi o primeiro modelo de rede bidimensional resolvido exatamente. A origem da equação de Yang-
Baxter remonta da relação triângulo estrela mencionada no modelo Ising em 1944 por L. Onsanger [27].
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generalização da equação de Fredholm, o cálculo do espectro excitado de energia para
qualquer temperatura, inaugurando o que é denominado hoje de Ansatz de Bethe Termo-
dinâmico. Além disso, foi posśıvel determinar, por exemplo, o espectro de energia de um
gás 1D com férmions e bósons misturados interagindo por potencial delta de Dirac [30,31]
e, recentemente, as funções correlação de equiĺıbrio e fora de equiĺıbrio para o gás de
bósons 1D [32].
Michel Gaudin, em 1971, resolveu o problema de N bósons interangindo por um
potencial delta de Dirac confinados em um intervalo I = [0, L] [33]. Excluindo a condição
de contorno periódica, ele definiu as funções de onda do modelo de Lieb-Liniger como sendo
soluções elementares, válidas em todo o intervalo real. Em seguida, ele superpôs todas
as funções de onda elementares e impôs o anulamento da função de onda resultante na
extremidade 0 do intervalo [0,∞), obtendo uma solução Ansatz de Bethe para a semirreta.
A condição de anulamento imposta na extremidade em L do intervalo I conduz à solução
Ansatz de Bethe para a caixa e à quantização sobre os momentos das part́ıculas. Gaudin
percebeu também que a solução Ansatz de Bethe para a reta real e a semirreta possuem
a simetria de um grupo de reflexão e mostrou que essa superposição de ondas planas
é, na realidade, uma soma sobre elementos desse grupo. Desse modo, a superposição
de elementos de um grupo de reflexão qualquer é uma solução do tipo Ansatz de Bethe
estendida, mas, como apontado por M. Gaudin, seria dif́ıcil interpretá-la fisicamente. Essa
conclusão de Gaudin indica que apenas sistemas f́ısicos com alguma simetria de reflexão
atrelada à superposição finita de ondas planas, implica na integrabilidade do sistema f́ısico,
como demonstrado por Bill Sutherland e Eugene Gutkin [34, 35]. Entretanto, sistemas
f́ısicos integráveis não implicam em uma solução por Ansatz de Bethe, como é o caso do
Oscilador Harmônico Quântico e alguns sistemas com potenciais de interação de longo
alcance5 [11, 36], ou mesmo o modelo de Rabi [9]. A relação entre grupos de reflexão,
Ansatz de Bethe e integrabilidade também tem sido estendido para part́ıculas interagindo
por potenciais de contato generalizados [37–39], em uma semirreta [40] e em poços de
potenciais finitos com bósons [41] e férmions de spin-1
2
[42].
A fim de confirmar previsões teóricas dos modelos por Ansatz de Bethe, realizações
experimentais foram posśıveis apenas após o desenvolvimento de técnicas que levaram à
reprodução experimental dos Condensados de Bose-Einstein em 1995 [43]. Mais especifi-
camente, para se reproduzir um gás de Bose 1D, cria-se um gás atômico ultrafrio, cujas
part́ıculas interagem por um potencial de curto alcance, através de um aprisionamento
óptico tridimensional. Ajustando-se devidamente esse aprisionamento por ressonância, é
5Apesar de serem de longo alcance, decaem rapidamente para distâncias crescentes [24].
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posśıvel “congelar”o movimento das part́ıculas apenas em duas direções (radial), reprodu-
zindo, assim, um gás de bósons confinado em uma caixa 1D (direção axial) [44–46]. Dois
casos limites puderam ser confirmados: no acoplamento fraco, os bósons interagem fraca-
mente entre si, comportando-se semelhantemente a um condensado de Bose-Einstein [47]
(quase-Condensado de Bose-Einstein); e no acoplamento forte (gás de Tonks-Girardeau),
os bósons interagem quase como part́ıculas ŕıgidas, comportando-se como férmions pouco
interagentes [48]. Além disso, foi observado acordo satisfatório entre os resultados expe-
rimentais e as expansões assintóticas nesses dois tipos de acoplamentos [44].
Para citar mais alguns exemplos sobre o uso do Ansatz de Bethe em problemas de
muitos corpos, temos a cadeia de spin anisotrópica [49–51], aprofundando o entendimento
do ferromagnetismo, o modelo de Hubbard [52–55], que descreve a correlação de elétrons
fortemente interagentes e o modelo BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer), que descreve pro-
priedades supercondutoras [56, 57].
Os sistemas f́ısicos resolv́ıveis por Ansatz de Bethe mencionados até aqui comparti-
lham o fato de serem formados, em geral, por part́ıculas indistingúıveis (mesma massa e
mesmo spin). Apenas para alguns casos especiais de part́ıculas impenetráveis com massas
diferentes que o Ansatz de Bethe é aplicável [58–60], pois essa restrição preserva a simetria
de reflexão nas interações. Uma maneira para se entender as restrições de aplicabilidade
do Ansatz de Bethe seria em termos semiclássicos, mas não foi encontrada uma teoria
geral para isso no estudo bibliográfico pertinente a esse trabalho. Note que esse método,
expresso pela Eq. (1.2), está relacionado com processos de espalhamento de múltiplas par-
t́ıculas, inclusive tunelamento, mas sem nenhuma associação com fenômenos puramente
clássicos. Mas isso não significa que análises semiclássicas em tal contexto não possam
ser feitas, como comprovam diferentes trabalhos abordando sistemas espećıficos [61–64].
Isto posto, torna-se relevante uma abordagem semiclássica que expusesse as limitações do
método.
Em vista disso, a motivação desta tese é compreender mais profundamente as restri-
ções da aplicabilidade do Ansatz de Bethe em sistemas formados por part́ıculas de massas
diferentes e, consequentemente, também a integrabilidade em sistemas quânticos. Para
tanto, escolhemos o sistema de duas part́ıculas de massas diferentes, interagindo por um
potencial delta de Dirac em uma caixa 1D. Esse sistema é interessante para o nosso ob-
jetivo porque, classicamente, ele gera uma quantidade finita de momentos para certos
valores de razão de massas das part́ıculas [65, 66] e, a associação de cada par de momen-
tos a uma onda plana, possibilita-nos construir uma função de onda do tipo Ansatz de
Bethe estendida. Aqui estendida significa que temos uma regra extra para selecionar os
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componentes da expansão em ondas planas. Esses componentes devem ser selecionados
seguindo certas simetrias que aparecem no sistema clássico. Portanto, por construção,
temos um Ansatz de Bethe incorporando explicitamente ideias comuns de aproximações
semiclássicas, o que nos permite, enfim, fazer uma interpretação semiclássica dos resul-
tados obtidos. Para investigar a compatibilidade da função de onda estendida com as
condições de contorno do nosso sistema, estendemos a metodologia usada no modelo de
Gaudin [33].
Vale citar também que sistemas f́ısicos 1D com N part́ıculas confinadas, com intera-
ções como aquelas consideradas por Gaudin, são interessantes por serem equivalentes a
um sistema N dimensional confinando uma única part́ıcula, ou seja, um bilhar. Assim,
a solução de um problema 1D leva à solução de um problema N dimensional. No caso
particular de duas part́ıculas impenetráveis quaisquer, confinadas e interagindo elastica-
mente entre si, o bilhar correspondente é um triângulo retângulo [67]. Agora, se essas
duas part́ıculas puderem tunelar entre si, o bilhar correspondente é um retângulo com
uma parede diagonal permeável. Essa equivalência é discutida no Caṕıtulo 3 e norteará a
abordagem do nosso problema. Esse ponto de vista tem a vantagem de se usar várias fer-
ramentas normalmente consideradas para se discutir a correspondência clássica-quântica
entre bilhares, de acordo com o Ansatz de Bethe em sua forma original, mas discutindo
aqui os problemas surgidos quando consideramos sistemas de massas distintas.
A tese está organizada da seguinte maneira:
• No Caṕıtulo 2, começamos abordando bilhares poligonais clássicos e quânticos para
uma discussão apropriada de integrabilidade clássica e como definir adequadamente inte-
grabilidade quântica. Em seguida, explicamos o Ansatz de Bethe através do modelo de
Lieb-Liniger por ser mais simples que o modelo de Heisenberg e também por ser a base
para o modelo de M. Gaudin, explicado subsequentemente.
• No Caṕıtulo 3, apresentamos a descrição clássica geral de como são gerados os momen-
tos pelas duas part́ıculas interagindo elasticamente na caixa 1D [66]. Essa informação é
essencial na construção da função de onda na versão quântica do sistema. Os resultados
obtidos neste trabalho encontram-se nos caṕıtulos 4 e 5.
• No Caṕıtulo 4, resolvemos a equação de Schrödinger conforme a separabilidade do
problema de dois corpos, obtendo-se uma solução base para compor a função de onda es-
tendida do tipo Ansatz de Bethe. Analisamos, então, dois casos classicamente integráveis




2−1 . O caso γ = 1 serve para verificar a consistência da nossa análise
com resultados já conhecidos [33]. O segundo caso, embora classicamente integrável, não
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admite uma função de onda do tipo Ansatz de Bethe, pois não é posśıvel satisfazer as
condições de contorno do sistema, exceto no limite de part́ıculas impenetráveis. Usando a
reflexão do domı́nio da função de onda, obtemos um bilhar pipa (kite), que é um contra-
exemplo da suficiência da simetria de reflexão para se ter uma solução do tipo Ansatz de
Bethe. Já o terceiro caso é previśıvel que não haja uma solução por Ansatz de Bethe, pois
o bilhar triangular, que forma o bilhar retangular com parede permeável em sua diagonal,
nem mesmo é integrável nas acepções clássica e quântica. Assim, a aplicação da função
de onda estendida mostra inconsistências com as condições de contorno semelhantes ao
caso γ = 3. Além disso, mostramos que não é posśıvel obter analiticamente uma condição
de quantização para bilhares pseudointegráveis como esse.
• No Caṕıtulo 5, mostramos a ausência de espalhamento difrativo para cunhas de ângulos
de abertura com numerador igual a um, que é uma das condições para que o sistema
seja quanticamente integrável. Em seguida, simplificamos a equação para o cálculo do
genus para bilhares triângulo retângulo, explicitando que as propriedades dinâmicas e
topológicas dependem fundamentalmente de apenas um dos seus ângulos internos agu-
dos. Consequentemente, isso estabelece uma hierarquia de complexidade na expansão da
função de onda estendida em termos do valor do genus. E, por fim, apresentamos um
modelo inspirado nas ideias de P. J. Richens e M. V. Berry em [68] para determinar o
genus de bilhares quânticos com parede permeável, que explica o insucesso do caso γ = 3
de admitir uma solução do tipo Ansatz de Bethe. Esse resultado é inédito na literatura,
sendo uma das principais contribuições desta tese.




Bilhar é um sistema dinâmico formado por uma região geométrica euclidiana fechada,
que confina uma única part́ıcula em movimento uniforme até ser refletida pela fronteira
geométrica.
A ideia de bilhar teve papel fundamental na investigação da Hipótese Ergódica1 para
o gás de Lorentz, no qual elétrons não interagentes entre si colidem repetidamente com
núcleos atômicos (veja a Fig. 2.1(a)). Em vista disso, como os elétrons são muito menores
que esses núcleos, Yakov G. Sinai propôs o modelo de um bilhar quadrado com uma região
circular removido do seu centro; na região interna do quadrado e externa à circunferência,
uma única part́ıcula realiza um movimento uniforme até ser refletida nas fronteiras geo-
métricas. A região circular representa um núcleo atômico e a part́ıcula, o elétron (veja a
Fig. 2.1(b)). Sinai mostrou que esse bilhar é ergódico [69,70] e, consequentemente, o gás
de elétrons também.
Os bilhares têm sido modelos simples e eficientes no estudo de ergocidade, integrabi-
lidade, caos [71,72], limite clássico-quântico [68], aprisionamento atômico [73], retificação
de condutância térmica em materiais [74], efeito da geometria de bilhares semicondutores
sobre a magnetoresistência [75], etc.
A definição de bilhar mencionada inicialmente, por conta de sua simplicidade, é pre-
ferida em estudos com teor mais abstrato e é a usual. Além disso, ela tem o intuito de
1Essencialmente, a Hipótese Ergódica afirma que todos os pontos acesśıveis do espaço de fase são
acessados pela dinâmica do sistema no limite do tempo infinito, de tal maneira que o valor médio de uma




Figura 2.1: (a) Gás de Lorentz: um elétron colide sucessivamente com os núcleos atômicos.
(b) Bilhar de Sinai: as sucessivas colisões do elétron podem ser representadas em um
bilhar.
simplificar a análise de um sistema de muitos corpos em uma dimensão para um problema
de um corpo em uma região geométrica multidimensional (pois, em prinćıpio, é mais fácil
tratar um sistema com uma única part́ıcula), de modo que a sua forma geométrica cor-
responda à natureza do potencial de interação das part́ıculas. No entanto, encontram-se
na literatura outras definições diferentes de bilhares, podendo ser de geometria não eu-
clidiana (bilhar de Hadamard2 [76], o bilhar de Artin [77]), ser aberto [78–80], ter mais
de uma part́ıcula [81–84], ter obstáculos, barreiras [85–87] e barreiras permeáveis [88],
com reflexões não especulares [89] e relativ́ısticos [90–92]. Esses exemplos mostram que o
estudo de bilhares é uma área de pesquisa em pleno desenvolvimento. A menos de menção
expĺıcita, nos restringimos à definição usual de bilhar.
Agora, tratemos a respeito de bilhares no contexto da Mecânica Clássica. Como
mencionamos, bilhares são modelos usados no estudo do comportamento dinâmico de re-
gularidade e caos e podem ser classificados em três tipos básicos [93]:
Bilhares hiperbólicos: caracterizados pela dispersão exponencial de órbitas vizinhas e,
por isso, apresentam expoente de Lyapunov positivo [71]. Esse é o caso do Bilhar de Sinai
e o Bilhar de Bunimovich ou Estádio;
Bilhares eĺıpticos: caracterizados por (quase) não haver dispersão de órbitas vizinhas
(dispersões de órbitas, quando houver, é mais lenta que uma dispersão polinomial). Bi-
lhares eĺıpticos é um exemplo;
2O primeiro a ser provado que é caótico, em 1898.
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Bilhares parabólicos: caracterizados por apresentar uma dispersão polinomial de órbi-
tas vizinhas, pois sua origem se deve essencialmente à presença de vértices. Desse modo,
o seu expoente de Lyapunov também é nulo. Como exemplo, temos os bilhares poligonais.
Como o nosso sistema de interesse aqui está relacionado a um bilhar triângulo retân-
gulo, nos limitemos apenas aos bilhares poligonais.
2.1.1 Bilhares Poligonais Clássicos
Um bilhar poligonal de h lados consiste de uma única part́ıcula confinada em uma
região poligonal plana, movendo-se com velocidade constante até ela colidir elasticamente
em um dos seus lados. Como a colisão é perfeitamente elástica, a reflexão é especular, de
maneira que a velocidade refletida v′ em função da velocidade incidente v é
v′ = v − 2(v · n)n, (2.1)
em que n é o vetor unitário perpendicular em relação ao lado de incidência da part́ıcula. A
reflexão especular, sendo uma consequência da conservação da energia, preserva o volume
do espaço de fase; isso não ocorre mais se a reflexão não for mais especular em nenhum
sistema de coordenadas3, levando o bilhar poligonal a exibir uma dinâmica hiperbólica [89].
Uma vez garantido que a energia é conservada, temos uma constante de movimento.
Como bilhares poligonais não apresentam instabilidade exponencial em sua dinâmica,
pode-se pensar que sempre serão integráveis, mas esse não é o caso. Recordemos, antes, a
definição de integrabilidade, segundo Arnold-Liouville (veja o Apêndice A para detalhes
sobre integrabilidade em sistemas clássicos).
Integrabilidade Clássica (Liouville-Arnold): Um sistema clássico dado por um
hamiltoniano4 H(q, p), com f graus de liberdade, será integrável se houver f constantes
de movimento Ci(q, p)
5 tal que:
3Essa ressalva é importante, pois o espaço de configuração do sistema de duas part́ıculas clássicas na
caixa 1D pode ser interpretado como um bilhar triângulo retângulo isósceles nas coordenadas q1 e q2 das
part́ıculas na caixa 1D. Nessas coordenadas, a reflexão especular na hipotenusa ocorre apenas para massas
iguais, sendo necessário uma mudança conveniente de coordenadas para recuperar a reflexão especular
na hipotenusa para quaisquer massas (veja o Apêndice D).
4H(q, p) é um funcional, ou seja, uma função que associa elementos de um espaço vetorial de funções
a um corpo de escalares, usualmente de números reais. Como funcional é um substantivo masculino,
nos referimos a H(q, p) como hamiltoniano. Essa nomenclatura é preferida aqui por se manter a mesma
nas referências a sua versão quântica de operador, um substantivo masculino: o operador hamiltoniano.
Outros autores pressupõe o termo “função”, um substantivo feminino para H(q, p), justificando o uso do
termo hamiltoniana [94].
5Conforme [95], está impĺıcito que as constantes de movimento de Ci(q, p) devem ser univaloradas, ou
uńıvocas, para se garantir a integrabilidade do sistema.
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1. para todo 0 < i ≤ f , {Ci(q, p),H(q, p)} = 0, em que { , } são os parênteses de
Poisson;
2. para todo 0 < i ≤ f , 0 < j ≤ f , i = j, {Ci(q, p), Cj(q, p)} = 0, ou seja, as constantes
de movimento estão em involução;
3. para todo 0 < i ≤ f , ∇Ci(q, p) são linearmente independentes.
Como consequência, as órbitas do sistema permanecerão confinadas em um toro [94].
Toro é um espaço topológico gerado pelo produto cartesiano finito de circunferências. Em
particular, no caso de duas circunferências, o toro tem a aparência de uma câmara de
pneu.
Um conceito topológico importante em sistemas dinâmicos é o genus, ou gênero em
português. O genus de uma superf́ıcie é o número máximo de cortes ao longo de uma curva
fechada simples, sem intersecção, que não divide a superf́ıcie [96, 97]. Intuitivamente, o
genus é o número de “buracos” dessa superf́ıcie6. Assim, como a esfera não tem “buraco”,
seu genus é zero; o toro tem um “buraco”, então o seu genus é igual a um; um bitoro ou
2-toro (dois toros colados) tem dois “buracos”, então o seu genus é dois, etc.
Para o caso particular de bilhares poligonais, o genus é determinado pela natureza
dos seus ângulos internos, conforme a seguinte classificação:
• Bilhares irracionais: possuem, ao menos, um ângulo interno que não é múltiplo
racional de π, ou seja θj = mjπnj . Nesse caso, há apenas uma constante de movi-
mento, a energia total do sistema, e as órbitas não estão limitadas topologicamente
a um toro. Ferrán Valdez demonstrou que bilhares poligonais irracionais tem ge-
nus infinito, com uma superf́ıcie invariante constitúıdo por infinitos toros [98], como
pode-se observar na Fig. 2.2 (devido a sua aparência, essa superf́ıcie recebeu o nome
de “Monstro do Lago Ness”).




(mj e nj são inteiros positivos coprimos
7); nesse caso, há apenas duas
constantes de movimento: a energia total do sistema e a quantidade C(x, y, px, py),
que depende do ângulo de incidência nos lados do poĺıgono [93,99,100]. No entanto,
6Essa ideia de buracos em uma superf́ıcie para o genus é restrito a superf́ıcies orientáveis, que são
aquelas que preservam a orientação de um dado vetor sobre a superf́ıcie em uma volta completa. A esfera
e o toro é um exemplo de superf́ıcie orientável, enquanto que a faixa de Möbius e a garrafa de Klein são
superf́ıcies não orientáveis.
7Coprimos são números inteiros primos entre si.
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Figura 2.2: “Monstro do Lago Ness”: superf́ıcie invariante para bilhares poligonais irraci-
onais.
isso ainda não conduz à integrabilidade, pois os parênteses de Poisson entre o ha-
miltoniano e essa constante de movimento são nulos apenas quando mj = 1. Para
mj > 1, a constante de movimento exibe singularidades nos vértices, gerando pontos
de sela na superf́ıcie topologicamente invariante [93,101], e o genus mantém um va-
lor finito maior que um. Tais bilhares são definidos como pseudointegráveis [68,93],
pois ainda preservam a regularidade dinâmica de um bilhar integrável8. O valor
do genus pode ser calculado para cada bilhar em função dos seus ângulos internos
por meio do Método de Desdobramento de Superf́ıcies, ou unfolding, a ser expli-
cado na próxima subseção (o unfolding também é denominado de Construção de
Zemlyakov-Katok [102,103]).
Assim, as caracteŕısticas geométricas dos bilhares poligonais permitem inferir a res-
peito da integrabilidade do sistema, sem apelo direto às equações de movimento.
2.1.2 O Método Unfolding
O unfolding é um método topológico para gerar superf́ıcies topologicamente invarian-
tes, permitindo, assim, o cálculo do genus correspondente. No caso de bilhares racionais,
as sucessivas colisões da part́ıcula com as paredes geram um número finito de direções
posśıveis, pois o número de reflexões também é finito, e cada colisão é uma reflexão por
um certo ângulo, como mostra a Eq. (2.1). Então, podemos interpretar a colisão como a
geração de um elemento do Grupo Diedral (veja Apêndice B). Esse grupo tem 2N ele-
mentos, em que N é o mı́nimo múltiplo comum dos denominadores dos ângulos internos
do bilhar poligonal. Assim, a superf́ıcie invariante é formada pela sucessão de reflexões
do bilhar poligonal em vez da trajetória da part́ıcula, de tal maneira a se ter um poĺıgono
regular inscrito. Esse poĺıgono define uma superf́ıcie topologicamente invariante S, com
seus lados opostos identificados como sendo os mesmos. Essa identificação, então, permite












Figura 2.3: Unfolding para um bilhar quadrado. A presença da circunferência pontilhada
é apenas para se ter uma referência visual. (a) Bilhar quadrado mostrando quatro colisões
com as paredes do bilhar. (b) Representação do desdobramento das cópias do quadrado.
Note na terceira colisão que a cópia do quadrado sai da inscrição da circunferência. (c)
O quadrado, então, é transladado a fim de se manter inscrito na circunferência. (d) A
superf́ıcie invariante resultante é um quadrado maior, na qual os pares de lados AB e DC
são identificados, assim como os pares de lados AD e BC. Logo, topologicamente, essa
superf́ıcie invariante é a representação plana de um toro. (e) A união dos pontos D em A
e C em B gera uma superf́ıcie ciĺındrica; (f) e a união do ponto A em B forma o toro.
a colagem desses lados, formando uma superf́ıcie com um certo número de buracos.
A Fig. 2.3 ilustra o unfolding para um bilhar quadrado. Nesse caso particular,
coincidentemente, a superf́ıcie S é também um quadrado, com lados paralelos idênticos.
Colando-se esses lados, obtemos um toro [104]. Consequentemente, a dinâmica gerada
por esse bilhar é integrável. Note na Fig. 2.3(d) que os lados paralelos têm setas para
indicar que possuem a mesma orientação9, que devem ser mantidas na construção do toro









A superf́ıcie invariante S é um octógono contendo algumas trajetórias clássicas. (c) O
bitoro, correspondente ao octógono, apresenta um ponto de sela entre os dois toros, ge-
rando instabilidade nas trajetórias e, consequentemente, levando à pseudointegrabilidade
caracteŕıstica de bilhares racionais com g(S) > 1.
(veja as Figs. 2.3(e) e (f)).





, que gera um bitoro. Nesse caso, aparece um ponto de sela na região de
união dos dois toros, Fig. 2.4(c), uma região de instabilidade das trajetórias clássicas,
na qual podem passar de um toro para o outro. A Fig. 2.5 mostra a correspondência
da representação plana da superf́ıcie invariante (octógono) e o bitoro, com a identificação
dos lados opostos (veja a Fig. 2.5(a)); os vértices originam singularidades cônicas (veja
as Figs. 2.5(b) e (f)), de tal maneira que, em suas vizinhanças, a superf́ıcie de Riemann
é da forma f(Z) = Z 1mi , em que Z é uma variável complexa e mi é o numerador dos
ângulos internos do bilhar [93]. Como os lados opostos são idênticos, os vértices se unem,
originando um único ponto, denominado ponto de sela (veja as Figs. 2.5(c) e (e)), que é
a caracteŕıstica local das singularidades cônicas [105].
As singularidades cônicas estão associadas a um ângulo cônico múltiplo inteiro de 2π:
2πmi. Assim, no bilhar da Fig. 2.4(a), em que o único numerador maior que um é aquele
igual a três, segue-se que o ângulo cônico é 6π. Agora, para triângulos retângulos com









látero10), respectivamente, todos os numeradores são iguais a um; então, o ângulo cônico
é 2π, as singularidades representadas pelos vértices são remov́ıveis [106] e, por isso, não
há ponto de sela, indicando que esses bilhares devem ser integráveis. De fato, aplicando
o unfolding para o bilhar triângulo retângulo isósceles, a superf́ıcie invariante S é um
quadrado, semelhante ao da Fig. 2.3, que é topologicamente equivalente a um toro e,
seria mais um toro, mas sim uma garrafa de Klein [104].
























, identificando-se com uma mesma cor e letra os lados a serem colados. (b) Os pontos
nos vértices representam as singularidades cônicas da superf́ıcie invariante. (c) Como
consequência da identificação dos lados opostos do octógono, os seis vértices correspondem
a um único ponto no bitoro: o ponto de sela. (d) Separatrizes, em vermelho, representadas
na superf́ıcie invariante. (e) Separatrizes, em vermelho, representadas no bitoro. (f)
Representação do ângulo cônico de 6π associado ao octógono (consulte [105] para uma
ilustração alternativa).
portanto, é integrável. O unfolding aplicado ao bilhar triângulo hemiequilátero gera uma
superf́ıcie S hexagonal, que também é a representação plana de um toro, como ilustrado
na Fig. 2.6.
Pode-se interpretar essa situação também pela perspectiva da superf́ıcie de Riemann
f(Z) = Z 1mi , que é uma função complexa pluŕıvoca, ou multivalorada, para todo inteiro
mi > 1. Esse inteiro representa o número de ramificações da solução de f(Z) e, a cada uma
delas, está associado um plano, ou uma superf́ıcie menor, denominada de folha [107, 108]
(a Fig. 2.7 mostra dois casos particulares). O ponto de ramificação é em Z = 0. Assim,
para o bilhar da Fig. 2.4(a), vimos que mi = 3, o que significa que a superf́ıcie de Riemann
f(Z) = Z 13 tem três folhas (veja a Fig. 2.7(b)), cada qual correspondendo a uma posśıvel




























Figura 2.6: Descrição da construção de um toro a partir de um hexágono: os lados
opostos do hexágono são identificados como sendo os mesmos. Assim, os lados A são
colados formando um cilindro; como os lados B e C estão diametralmente opostos, não
é posśıvel colá-los. Para que isso seja posśıvel, aplica-se uma torção de 180o no cilindro
para termos, enfim, um toro.
(a) (b)
Figura 2.7: Representação das superf́ıcies de Riemann com ponto de ramificação em Z = 0
para (a) f(Z) = Z 12 com duas folhas e (b) f(Z) = Z 13 com três folhas (as duas figuras
foram copiadas de https://en.wikipedia.org/wiki/Riemman_surface sob a licença de
Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported e autoria de Leonid 2).
os dois bilhares triângulo retângulo integráveis, há apenas uma única folha, pois m1 = 1,
e a superf́ıcie de Riemann é f(Z) = Z.
A não integrabilidade em bilhares poligonais clássicos para numeradores de ângulos in-
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ternos mi > 1, seja pelas singularidades cônicas, seja pela existência de folhas da superf́ıcie
de Riemann, repercute também na não integrabilidade no análogo quântico desses bilha-
res pela observação de espalhamento difrativo nas proximidades dos vértices [109](veja a
Seção 2.1.4).
O método unfolding permite obter analiticamente uma equação para o cálculo do genus
g(S) de uma superf́ıcie invariante S poligonal em função dos seus ângulos internos, em
vez de seguir o procedimento descrito anteriormente para cada bilhar poligonal racional
a ser analisado.
O genus de uma superf́ıcie orientável depende do número de faces F, de arestas (lados)
E e de vértices V, segundo a equação caracteŕıstica de Euler χ [97],
χ = 2− 2g(S), χ = F− E+ V. (2.2)
Então, o genus em função de F, E e V fica
g(S) = 1 + 1
2
(−F+ E− V). (2.3)




(1 ≤ j ≤ h) e N = mmc(n1, ..., nh)11, decorre do unfolding [101, 106] que
F = 2N , E = Nh e V = N∑hj=1 1nj (veja o Apêndice C para o cálculo do genus para
alguns bilhares citados aqui). Logo,



































), triângulo retângulo isósceles,
triângulo hemiequilátero e o retângulo. Isso significa que a maioria dos bilhares poligonais
não são integráveis.
A Eq. (2.4) pode ser simplificada para bilhares triângulo retângulo, conforme será
mostrado no Caṕıtulo 5.





Figura 2.8: (a) Bilhar quadrado com condições de contorno periódico contendo um qua-
drado menor concêntrico. (b) A identificação dos lados opostos origina um toro com uma
barreira quadrada em sua superf́ıcie. A linha orientada representa uma trajetória de uma
part́ıcula refletida pela barreira. Esse sistema é um bilhar pseudointegrável, pois seu genus
é igual a 5.
2.1.3 Bilhares Poligonais com Barreiras
Podemos construir bilhares poligonais pseudointegráveis a partir de bilhares integrá-
veis pelo acréscimo de uma barreira em seu interior. Um sistema bem simples para
entender a transição de integrabilidade para a pseudointegrabilidade é o bilhar quadrado.
Como explicado na seção 2.1.2, a aplicação do unfolding gera uma superf́ıcie invariante
que também é uma quadrado, mas agora, periódico. Essa é a representação plana de um
toro (veja a Fig. 2.3). Equivalentemente, podemos interpretar essa superf́ıcie invariante
como sendo um bilhar quadrado periódico. Em qualquer caso, o genus é igual a um e a
dinâmica clássica do sistema fica restrita a um único toro.
P. J. Richens e M. V. Berry modificaram o bilhar quadrado periódico, incluindo em
seu interior um quadrado menor e concêntrico [68], assemelhando-se ao bilhar de Sinai,
como se vê na Fig. 2.8(a). Como esse bilhar permanece periódico, a identificação dos seus
lados opostos ainda gera um toro, mas com uma barreira quadrada em seu interior (veja a
Fig. 2.8(b)). Os vértices da barreira quadrada introduzem singularidades ao sistema, de
maneira que o quadrado do momento vetorial, que é uma constante de movimento longe
dessas singularidades, passa a ser singular áı; desse modo, o campo vetorial decorrente
dessas constantes de movimento [110] precisa ser determinado nas vizinhanças dos vértices.
Richens e Berry conseguiram determinar a topologia dessas singularidades (as folheações
de uma superf́ıcie Riemann), de maneira a entender o comportamento do campo vetorial
lá e, consequentemente, calcular o genus desse sistema como sendo igual a 5 [68]. Esse
















Figura 2.9: (a) Bilhar retangular com um segmento de reta como barreira. As setas indi-
cam a trajetória refletida por uma part́ıcula quando ela incide nas paredes e na barreira.
(b) Por unfolding, a superf́ıcie invariante é um retângulo com dois segmentos internos
como barreiras, o que não acontece nas superf́ıcies invariantes dos bilhares sem barreiras.
são aqueles externos da barreira quadrada, isto é, todos iguais a 3π
2
.
Outra modificação em um bilhar quadrado, ou retangular, que o torna pseudointegrá-
vel, é a inserção de um segmento de reta como uma barreira ŕıgida, como mostra a Fig.
2.9(a). Para calcular o genus, precisamos perceber que o retângulo com barreira é um
heptágono, pois é formado pelos segmentos AB, BC, CD, DE, EF, FG e GA. O ângulo
no vértice em E é 2π e os demais são retos; logo, a Eq. (2.4) nos dá um genus igual a 2
para esse bilhar, ou seja, a dinâmica clássica do sistema está confinada em um bitoro e a
Fig. 2.9(b) é a sua representação planar, na qual a part́ıcula permanece em um dos toros
enquanto ela for refletida pela barreira. O bitoro também pode ser representado por uma
superf́ıcie filamentada da Fig. 2.10(a) sob condições de contorno periódicas [111, 112],
uma forma alternativa para descrever a dinâmica de transição entre toros, Fig. 2.10(b).
Esse bilhar tem o mesmo comportamento dinâmico dos bilhares das Figs. 2.10(c) e (d)
que possuem a barreira de segmento deslocado. Uma maneira alternativa para perceber
essa equivalência é notar que se estendêssemos a superf́ıcie invariante da Fig. 2.9(b) para
todo o espaço, ela será semelhante à superf́ıcie da Fig. 2.10(e).
2.1.4 Bilhares Poligonais Quânticos
A descrição quântica de bilhares permite compreender a relação entre sistemas quânti-
cos e seus análogos clássicos a respeito da integrabilidade. Esse interesse remonta ao ińıcio





Figura 2.10: (a) Superf́ıcie filamentada sob condições de contorno periódica representando
um bitoro. (b) Um bitoro representando um bilhar contendo uma barreira de segmento.
(c) Bilhar com duas barreiras de segmento. Perceba a semelhança entre a representação
desse bilhar, se inclúıssemos condições de contorno periódicas, com a superf́ıcie filamen-
tada, na qual o espaço vazio de transição de um filamento ao outro corresponde ao espaço
vazio no bilhar no qual a trajetória passa da região inferior para a superior. (d) Bilhar
com uma barreira de segmento, que é equivalente ao do item (c), contanto que o com-
primento das barreiras sejam as mesmas. (e) Estendendo-se esses bilhares para todo o
espaço, obtemos uma sequência periódica de barreiras de segmentos [112].
integrabilidade/caos de sistemas clássicos nos sistemas quânticos análogos. Há uma dife-
rença fundamental quanto a isso: enquanto na Mecânica Clássica, um sistema caótico é
caracterizado por uma instabilidade exponencial na evolução de trajetórias originárias de
condições iniciais muito próximas, no âmbito quântico, isso não é posśıvel, pois trajetó-
rias não são definidas12 e a descrição quântica baseia-se na evolução temporal unitária de
estados quânticos. Isso significa que dois estados quânticos diferindo-se por uma pequena
12Restringimo-nos aqui às teorias quânticas usuais de Schrödinger e Heisenberg.
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(a) (b)
Figura 2.11: (a) Bilhar retangular (integrável): Distribuição de Poisson (figura extráıda
de [113]); (b) Bilhar de Sinai (não integrável): Distribuição GOE (figura extráıda de [114]).
quantidade, tem preservada essa diferença no decorrer da sua evolução temporal [113].
Essa relação de integrabilidade/caos foi “resolvida” através da Conjectura de Bohigas-
Giannoni-Schmit em 1984 [114], propondo, como critério universal, dois perfis estat́ısticos
caracteŕısticos de sistemas integráveis e caóticos, dado pela probabilidade P (s) de encon-
trar dois ńıveis de energia com espaçamento s entre eles:
Distribuição Estat́ıstica de Poisson: P (s) = e−s. O sistema quântico é integrável,
cujo análogo clássico é integrável, mostrando que os ńıveis de energia vizinhos não são
correlacionados. Esse é o caso, com algumas ressalvas [115–117], do bilhar retangular
(veja a Fig. 2.11(a)).





O sistema quântico é caótico, cujo análogo clássico é caótico. Esse é o caso do bilhar de
Sinai (veja a Fig. 2.11(b)). Essa distribuição mostra que os ńıveis de energia repelem-se
entre si, pois os autoestados do sistema se devem à superposição de muitos estados não
pertubados que interagem entre si.
A distribuição GOE foi proposta primeiramente por Eugene P. Wigner em 1956 para
se entender o crescimento exponencial da densidade de ńıveis de energia de excitação para
núcleos atômicos compostos. Apenas mais tarde se percebeu a sua relação com a não
integrabilidade de sistemas quânticos. Além disso, GOE aplica-se apenas para hamilto-
nianos invariantes sob reversão temporal. Na ausência dessa simetria, usa-se a função
distribuição GUE (Gaussian Unitary Ensemble) e na ausência de simetria rotacional, mas
com simetria de reversão temporal, usa-se o GSE (Gaussian Symplectic Ensemble) [118].
Embora não haja uma prova anaĺıtica, a Conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmit
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tem sido verificada numericamente para muitos sistemas f́ısicos, estabelecendo-se como
um método confiável para sistemas quânticos t́ıpicos. Acredita-se que ela se mantenha
válida com a elevação dos ńıveis de energia a fim de preservar a consistência com o limite
clássico (esse é um problema em aberto ainda).
Uma (posśıvel) exceção à Conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmit é o caso do bilhar
de Sinai quando o raio da sua circunferência interna se aproxima de zero, de maneira que o
espalhador se torne pontual. Classicamente, o sistema não é caótico, pois as trajetórias que
são afetadas pelo espalhador pontual são irrelevantes (constituem um conjunto de medida
nula); no entanto, por conta do Prinćıpio da Incerteza de Heisenberg, quanticamente o
espalhador pontual influencia os autoestados de forma que o espectro de energia passa a ser
GOE, ou seja, o sistema quântico é caótico. Tais sistemas quânticos caóticos com análogo
clássico não caótico manifestam a propriedade denominada “caos ondulatório” [119–122].
Bilhares poligonais pseudointegráveis caracterizam-se por apresentarem uma distri-




com um aumento linear nos espaçamentos de ńıveis de energia pequenos (GOE) e uma
queda exponencial nos espaçamentos grandes (Poisson) [68, 123], como encontrada em
sistemas desordenados em transições metal-isolante [124, 125]. Além disso, apesar das
autofunções serem irregulares, o que não acontece nos casos integráveis, elas se distribuem
no espaço de maneira praticamente uniforme [126].
Os bilhares poligonais quanticamente integráveis são aqueles cujo análogo clássico
é integrável e, como já vimos anteriormente, há apenas quatro (o retângulo, o triângulo
equilátero, o triângulo retângulo isósceles e o triângulo hemiequilátero) e possuem soluções
exatas conhecidas. G. B. Shaw investigou o bilhar quadrado (caso particular de um
retângulo), um problema separável nas coordenadas x e y, obtendo duas soluções além
daquelas esperadas pelo grupo de simetria do poĺıgono [127]. Ele o fez estendendo o
domı́nio para os números complexos e incluindo uma estrutura de anel13. Wai-Kee Li
também explorou as degenerescências nesse bilhar via Teoria dos Números [130], além de
obter as soluções para os problemas não separáveis do bilhar triângulo retângulo isósceles
[131], a partir da solução do quadrado, e do bilhar triângulo equilátero, pela identificação
de todos os seus grupos de simetria [132], algo que ainda não havia sido realizado. Wajdi A.
13Anel é um conjunto munido de duas operações binárias, adição e multiplicação. Quanto à adição, esse
conjunto é um grupo comutativo. Quanto à multiplicação, esse conjunto é associativo, possui elemento
neutro multiplicativo e é distributivo em relação à adição [128,129].
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Gaddah generalizou essas soluções aplicando Grupos de Lie [133]. A solução para o bilhar
triângulo hemiequilátero é obtida pela quantização EBK (Einstein-Brillouin-Keller) [134],
mas obtemos também a mesma solução como resultado limite da nossa proposta de Ansatz
de Bethe.
Apesar de já termos comentado na Introdução desta tese sobre conceitos gerais de
integrabilidade quântica [7–9], no presente contexto estamos discutindo integrabilidade
(no sentido de regularidade) em estreita associação com a dicotomia clássica-quântica.
Portanto, de forma não tão geral, mas suficiente para certos propósitos, alguns autores
se referem à integrabilidade no âmbito quântico (ou integrabilidade quântica) através dos
conceitos apresentados acima. Por outro lado, os mesmos são baseados em um critério
estat́ıstico de distribuição de ńıveis de energia próximos, pressupondo que integrabilidade
ou não integrabilidade seja preservada na transição clássica-quântica e seja, também, uma
caracterização precisa o suficiente para ser usada como uma definição. No entanto, como
vimos anteriormente, sistemas f́ısicos contendo alguma singularidade, apresentam “caos
ondulatório”. Além disso, há sistemas integráveis que não obedecem rigorosamente a dis-
tribuição de Poisson. Este é o caso, por exemplo, de sistemas conservativos de um grau
de liberdade, como o oscilador harmônico simples [135], no qual há um tipo de repulsão
dos ńıveis de energia próximos, devido aos espaçamentos serem iguais à frequência do mo-
vimento clássico [115]. Outro exemplo simples é o bilhar retangular: como a distribuição
Poisson denota aleatoriedade, é preciso que haja incomensurabilidade entre os ńıveis
de energia, que é conseguido se os lados desse bilhar forem incomensuráveis, ou seja,
Euv = cu
2 + v2, (2.6)
com c uma constante irracional e u e v os números quânticos. Giulio Casati [115], com
uma análise estat́ıstica minunciosa, observou que a distribuição dos ńıveis de energia para
espaçamentos pequenos apresenta flutuações significativas que afastam do perfil esperado,
embora o aspecto geral dessa distribuição se assemelhe a de Poisson.
Em vista disso, seria interessante uma definição para a integrabilidade quântica mais
precisa. Uma possibilidade seria adaptar a definição de integrabilidade de Liouville-Arnold
via prescrição de Dirac, substituindo os parênteses de Poisson por comutadores e as fun-
ções por operadores. De acordo com Jarmo Hietarinta [136], esse procedimento aplica-se
facilmente para operadores comutantes entre si, pois a equação de Schrödinger do sistema
pode ser resolvida por quadraturas14. No caso de operadores quânticos não comutantes,
uma solução posśıvel é a obtenção de uma quantidade de operadores quânticos associa-
14Resolver por quadraturas significa expressar as soluções por integrais de funções conhecidas [94].
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dos às constantes de movimento maior que o número de graus de liberdade do sistema.
Dessa forma, os operadores não são mais funcionalmente independentes, mas isso permite
a recuperação da comutatividade dos operadores quânticos e a solução da equação de
Schrödinger por quadraturas. Entretanto, esse método de solução funciona apenas para
potenciais de interação espećıficos. Stefan Weigert também usou a versão quântica adap-
tada da definição de integrabilidade clássica de Liouville-Arnold, mas excluindo a condição
3 correspondente à independência linear das constantes de movimento, por carecer de uma
definição satisfatória para operadores [95]:
Integrabilidade Quântica (versão adaptada da definição de Liouville-Arnold):
um sistema quântico dado por um operador hamiltoniano H será integrável se houver f
constantes quânticas de movimento Ci tal que:
1. para todo 0 < i ≤ f , [Ci,H] = O15, em que [ , ] são os comutadores;
2. para todo 0 < i ≤ f , 0 < j ≤ f , i = j, [Ci,Cj ] = O.
S. Weigert mostrou que essa definição de integrabilidade quântica conduz a ambigui-
dades de classificação no seguinte sentido [95]:
• um sistema quântico análogo a um sistema clássico não integrável não implica que seja
não integrável, pois é posśıvel exibir constantes de movimento suficientes para satisfazer
a definição de integrabilidade quântica acima;
• um sistema quântico análogo a um sistema clássico integrável não é necessariamente in-
tegrável, pois as constantes de movimento quânticas podem ser representadas como uma
única quantidade conservada, ou seja, o sistema quântico é não integrável.
Além de não haver o correspondente quântico do item 3 a respeito da independência
funcional das constantes de movimento, a ambiguidade de classificação também decorre
do fato das condições 1 e 2 da definição de integrabilidade quântica serem satisfeitas
para qualquer operador como constante de movimento, ao contrário do que acontece na
definição clássica, na qual as constantes de movimento devem ser funções uńıvocas e
suaves. É importante lembrar também que sistemas quânticos com spin não têm um
análogo clássico. Isso mostra, então, que é necessária uma definição de integrabilidade
genuinamente quântica. Bill Sutherland, quem também percebeu essa inadequabilidade,
propôs a seguinte definição [24]:
Um sistema quântico é integrável se o espalhamento de uma part́ıcula não
for difrativo.
15O denota o operador nulo.
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Recordemos, por um momento, o que é difração. A Óptica Geométrica limita-se a
fenômenos eletromagnéticos que obedecem ao prinćıpio de propagação retiĺınea em meios
isotrópicos e muda a sua direção conforme as leis de reflexão e refração, desde que o
comprimento de onda seja despreźıvel em relação às dimensões de obstáculos ao seu redor.
No entanto, quando o comprimento de onda não puder ser mais desprezado, a propagação
da onda eletromagnética no encontro com algum obstáculo, sofrerá desvios não previstos
pelos prinćıpios básicos da Óptica Geométrica. Na prática, por exemplo, aparecerá luz
e/ou sobra em regiões não previstas pela interpretação da luz como um feixe de raios [137].
Assim, no âmbito quântico, o espalhamento difrativo tem essa mesma conotação.
Esta proposta de definição para a integrabilidade quântica é motivada pelo seguinte
problema de espalhamento: seja um sistema 1D de N part́ıculas com massas iguais a m,
sem spin, interagindo por um potencial de dois corpos V (xi−xj) com hamiltoniano dado
por [24]










V (xi − xj)I16,
em que m = 1 e a constante de Planck reduzida  = 1, de tal maneira que:
1) O potencial é simétrico: V (xi − xj) = V (xj − xi);
2) A interação entre as part́ıculas decai suficientemente rápida para distâncias grandes
(condição assintótica): limxi−xj→±∞ V (|xi − xj|) = 0;
3) O potencial é repulsivo: a derivada do potencial em relação à posição relativa é
D|xi−xj |V (|xi − xj|) < 0;
4) As part́ıculas são impenetráveis: limxi−xj→0 V (|xi − xj|) = ∞, de maneira que −∞ <
xi < xj < ∞, ou seja, a ordem das part́ıculas é preservada após a interação. Nesse caso,
não importa se as part́ıculas são bósons ou férmions;
5) O sistema apresenta invariância galileana17, conservação de energia e de momento.
Analisemos dois casos particulares do hamiltoniano acima:
I) N = 2
Considere as duas part́ıculas se aproximando entre si, com momentos (clássicos) p1 e p2 e
longe o suficiente para serem consideradas livres; nessa condição assintótica, a função de
onda do sistema é o produto de duas ondas planas, ψ1(x1, x2) −→ eı(k1x1+k2x2) (ki = pi pois
 = 1). Quando as part́ıculas são espalhadas, os momentos e as energias mudam conforme
as respectivas leis de conservação, e elas se afastam entre si. Para um afastamento grande
16I é o operador identidade. Escrevemos V (xi − xj)I para manter a coerência com o fato de o ha-
miltoniano quântico ser um operador, mas adotamos V (xi − xj) por uma questão de simplicidade de
notação.
17A invariância galileana estabelece que as leis da Mecânica Clássica são as mesmas em qualquer
referencial inercial.
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o suficiente, as duas part́ıculas se comportam novamente como part́ıculas livres, mas agora
com momentos pdepois1 = p2 e p
depois
2 = p1, visto que elas têm massas iguais. Isso significa
que a amplitude da função de onda espalhada ψ2(x1, x2) é apenas um deslocamento de
fase dependente apenas do momento relativo, ϑ ≡ ϑ(k1 − k2)18, por causa da invariância
galileana, ou seja, ψ2(x1, x2) −→ −eıϑeı(k2x1+k1x2). Logo, a função de onda assintótica do
sistema é
ψ(x1, x2) −→ eı(k1x1+k2x2) − eıϑeı(k2x1+k1x2), x1  x2. (2.7)




ψ(P)eı(kP1x1+kP2x2) = ψ(12)eı(k1x1+k2x2) + ψ(21)eı(k2x1+k1x2), x1  x2,
(2.8)
em que P são permutações dos inteiros do conjunto {1, 2}. Comparando as Eqs. (2.8)




Este é um exemplo particular de um espalhamento não difrativo, no qual as part́ıculas
comportam-se como part́ıculas livres na região assintótica após a interação; consequente-
mente, a função de onda espalhada se mantém como uma onda plana. A Eq. (2.8) é o
protótipo de soluções Ansatz de Bethe para problemas de espalhamento.
II) N = 3
No caso N = 2, os momentos após o espalhamento são unicamente determinados pela
conservação de momento e de energia,











2 + (pdepois2 )
2,
pois temos um sistema de duas equações a duas variáveis. Entretanto, os casos com
N > 2 são diferentes, pois temos duas equações a N variáveis, ou seja, não é mais posśıvel
determinar, em geral, todos os momentos assintóticos após o espalhamento das part́ıculas
de forma única. Para o nosso exemplo com N = 3, temos















2 + (pdepois2 )
2 + (pdepois3 )
2.
Assim, seria necessário mais uma lei de conservação para fixar os momentos para um dos
3! = 6 arranjos posśıveis. Desse modo, a função de onda assintótica geral do sistema é a
soma de uma função de onda de Bethe ψB(x1, x2, x3) e uma função de onda de difração
18O deslocamento de fase como função apenas do momento relativo é uma consequência da invariância
galileana. Por conseguinte, revertendo a sequência de espalhamentos, muda-se o sinal do deslocamento
de fase, ou seja, ϑ(k1 − k2) = −ϑ(k2 − k1)
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ψdif(x1, x2, x3),
ψ(x1, x2, x3) −→ ψB(x1, x2, x3) + ψdif(x1, x2, x3). (2.10)
A função de onda de Bethe para N = 3 é a superposição de 3! = 6 ondas planas,




sendo P as permutações dos inteiros do conjunto {1, 2, 3}:
(123), (231), (312),
(132), (213), (321).
Cada par de permutações corresponde a um posśıvel espalhamento de dois corpos (troca
dos números de onda) e, assim, podemos determinar o desvio de fase correspondente. Por
exemplo, identificando as part́ıculas nas posições x1 < x2 < x3 como 1, 2 e 3, respecti-
vamente, o desvio de fase para a permutação (123) → (213) descreve o espalhamento de




Espalhamentos sem difração possuem a propriedade de gerar o mesmo resultado final
de uma sequência de espalhamentos na região assintótica; para ilustrar esta propriedade,
basta considerarmos as amplitudes da função de onda que mudam em cada espalha-
mento. Tomemos, por exemplo, o arranjo inicial (123), cuja amplitude é ψ(123). Há duas
sequências diferentes de espalhamentos que termina com a amplitude ψ(321), ou seja, o
arranjo final dos números de onda das part́ıculas é (321), mas mantendo a ordem espacial
x1 < x2 < x3 das part́ıculas 1, 2 e 3. De fato, indicando o espalhamento pela seta =⇒ e























































Figura 2.12: (a) Representação da equação de Yang-Baxter: sendo (123) o arranjo inicial
dos números de onda das part́ıculas, há dois caminhos que levam ao mesmo arranjo final
(321): o horário com a ação dos operadores R12, R13 e R23 e o anti-horário com a ação dos
operadores R23, R13 e R12. Em (b) e (c) estão representados os diagramas espaço-tempo
para as duas sequências de espalhamentos de (a) horário e anti-horário, respectivamente.
Esses diagramas são uma forma alternativa para a visualização da equivalência entre as











Esse resultado ilustra uma condição de consistência para a integrabilidade quântica
representada pela equação de Yang-Baxter,
R12R13R23 = R23R13R12,
em que Rij são os operadores de espalhamento entre as part́ıculas i e j. A Fig. 2.12 são
duas visualizações da equação de Yang-Baxter e, consequentemente, da integrabilidade
quântica. Na Fig. 2.12(a), a equivalência das duas sequências de espalhamentos aparece
pela simetria do poĺıgono (hexágono). Já na Fig. 2.12(b), essa equivalência é manifestada
pela simples translação simétrica do eixo 2, que é suficiente para a troca na sequência de
espalhamentos.
A função de onda de difração ψdif(x1, x2, x3) corresponde ao espalhamento de três
part́ıculas em uma região x1 ≈ x2 ≈ x3, na qual emerge uma onda esférica na região
assintótica. Fixando o momento e energia totais, os momentos das part́ıculas como k̃1 <
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k̃2 < k̃3 e x1  x2  x3, a função de onda de difração é




em que S(k̃1, k̃2, k̃3) é a amplitude associada ao espalhamento difrativo. Se houver alguma
outra relação dependente dos momentos das part́ıculas que fixe de forma única os mo-
mentos assintóticos após o espalhamento, a integral será nula e, nesse caso particular, a
função de onda assintótica para as três part́ıculas será apenas a função de onda de Bethe.
O problema de três part́ıculas interagentes em 1D, como mostrado acima, é o sistema
mais simples que não é integrável em geral e, por isso tem sido bastante analisado na
literatura. J. B. McGuire, por exemplo, mostrou explicitamente a conexão entre o pro-
blema de três part́ıculas interagentes por um potencial delta de Dirac (nesse caso, como
o alcance da interação do potencial é zero, qualquer distância já caracteriza uma região
assintótica, de maneira que a função de onda dada pela Eq. (2.10) pode ser expressa com
um sinal de igualdade) e o problema de difração de ondas eletromagnéticas em cunhas e





















+ A1δ(x1 − x2) + A2δ(x2 − x3) + A3δ(x1 − x3),
em que mi são as massas das part́ıculas e Ai são as intensidades dos potenciais delta de
Dirac, com i ∈ {1, 2, 3}, a mudança de variáveis para as coordenadas relativas X e Y e



















resulta em um hamiltoniano com os movimentos relativos separados do movimento do


























































Como os potenciais delta de Dirac dependem apenas das posições relativas, o centro de
massa do sistema tem movimento livre. Então, a análise do problema pode ser realizado
no referencial do centro de massa e o sistema é descrito completamente pela equação de
Schrödinger nas coordenadas relativas,
Hrψ(X,Y) = Erψ(X,Y),
a qual pode ser interpretada como o movimento livre de uma única part́ıcula em um
espaço bidimensional (2D) limitada pelas paredes em X = 0, X = Y tgρ2 e X = −Y tgρ1







X = Y tgρ2





X = Y tgρ2
X = −Y tgρ1
τ1
τ2
Figura 2.13: (a) Espaço de configuração no referencial do centro de massa de um sistema
1D de três part́ıculas interagentes. As paredes em X = −Y tgρ1, X = 0 e X = Y tgρ2
correspondem aos potenciais delta de Dirac de interação das part́ıculas. Essas paredes
formam seis cunhas, ou três pares de cunhas de ângulo ρi. Para coeficientes Ai finitos, uma
part́ıcula pode ser refletida ou transmitida pelas paredes, transitando pelas cunhas. (b)
Quando os coeficientes Ai são infinitos, a part́ıcula ficará confinada em uma das cunhas.
Nesta figura, é mostrada a direção de uma part́ıcula ou de uma onda eletromagnética pela
cunha de ângulo de abertura ρ1, em que τ1 é o ângulo de chegada e τ2 é o ângulo de sáıda.
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Há dois casos posśıveis em relação aos coeficientes Ai: eles podem ser infinitos, o que
significa que a função de onda é nula nas paredes ou, equivalentemente, as part́ıculas
em 1D são impenetráveis; e podem ser finitos, significando que a part́ıcula poderá ser
refletida ou transmitida pelas paredes. Em 1D, isso corresponde a colisão ou tunelamento
das part́ıculas entre si.
No limite de Ai infinito, o problema de três part́ıculas interagentes em 1D é equivalente
ao problema de uma onda eletromagnética incidindo em cunhas e cantos (veja a Fig.
2.13(b)). A. Sommerfeld estudou este problema em 1896 [139] para qualquer ângulo mπ
n
no qual ele aplicou a teoria de funções multivaloradas para obter as soluções da equação
da onda, correspondendo às folhas de uma superf́ıcie de Riemann [140], um ponto em
comum com a versão clássica do sistema. Desde então, o problema da difração em cunhas
tem sido abordado tanto em problemas eletromagnéticos [141–146] quanto em análises
semiclássicas de bilhares quânticos [147–151]. A Fig. 2.13(b) mostra a situação de uma
onda incidindo em um ângulo τ1 e refletida em um ângulo τ2 em uma cunha com um
ângulo de abertura ρ1. A sua solução assintótica é formada por uma onda incidente,
acrescida das soluções de reflexão de dois corpos e da solução difrativa [138],


























































kc é o módulo do vetor de onda, r é a posição radial em relação ao vértice da cunha e
λc é o comprimento de onda. Como a Eq. (2.15) está relacionada ao problema de três
part́ıculas impenetráveis em 1D, a comparação com a Eq. (2.10) permite concluir que a




ou seja, obtemos indiretamente a integral da Eq. (2.12).









; consequentemente, o termo difrativo f(τ1, τ2, ρ1) = 0. Isso significa que difração
em cunhas ocorre apenas para ângulos de abertura ρ1 = πn . Como esse problema equivale
ao de três part́ıculas impenetráveis em 1D, conclúımos que esse sistema é integrável apenas
quando elas tiverem massas iguais.
Para coeficientes Ai finito, um caso particular interessante é aquele em que todos eles
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são numericamente iguais e as três part́ıculas têm a mesma massa; consequentemente,
pela Eq. (2.13), os ângulos ρi =
π
3
, para i ∈ {1, 2, 3}. Logo, o espaço 2D da Fig.
2.13(a) é dividido em seis câmaras iguais (câmaras de Weyl) [152], gerando a Fig. 2.14.
Como os ângulos de abertura são da forma π
n
, esse caso também não apresenta difração;









X = Y tgρ2
X = −Y tgρ1
Figura 2.14: Espaço de configuração no referencial do centro de massa de um sistema 1D
de três part́ıculas interagentes de massas iguais e que podem tunelar entre si. A linhas
cont́ınuas representam os potenciais delta de Dirac com intensidades finitas e iguais. O
hexágono não representa uma limitação espacial, mas sim uma referência visual. Cada
câmara representa um arranjo espacial das três part́ıculas.
O espaço de configuração do sistema no referencial do centro de massa das três part́ı-
culas da Fig. 2.14 mostra seis cunhas ou câmaras idênticas. Cada câmara representa uma
disposição espacial dessas três part́ıculas. Por exemplo, a câmara com o arranjo (123)
significa que as posições das três part́ıculas são x1 < x2 < x3; caso a part́ıcula 1 tunele
com a 2, o arranjo espacial passa a ser x2 < x1 < x3, e a part́ıcula nesse espaço 2D passa
para a câmara identificada pelo arranjo (213), e assim por diante. Como as câmaras são
todas iguais, as paredes representadas pelas linhas cont́ınuas funcionam como espelhos,
refletindo perfeitamente a função de onda de uma câmara para outra (pelo menos para
o caso onde a função de onda é simétrica, como é o caso de bósons), ou seja, a função
de onda neste espaço de configuração terá um aspecto caleidoscópico [153]. Se houver
espalhamento difrativo, cada câmara deve ter uma solução espećıfica.
Se o sistema não for quanticamente integrável, a função de onda por Ansatz de Bethe
é insuficiente para descrever o sistema quântico. Então, J. B. McGuire e C. A. Hurst
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determinaram a função de onda de difração para três part́ıculas impenetráveis em 1D,
por meio do Ansatz de Sommerfeld [154, 155], consistindo na suposição que a Eq. (2.12)




f(φ, u)eıkcr cosudu, (2.16)
em que ψdif(r, φ) está em coordenadas ciĺındricas, φ é um ângulo limitado pela abertura
angular da cunha, kc é o número de onda, u ∈ C, f(φ, u) é a amplitude da onda eıkcr cosu
e C é um caminho no plano complexo. A integral de Sommerfeld satisfaz a equação
de Helmholtz, que é a equação de Schrödinger estacionária desse sistema. Dessa forma,
embora não trivial, é posśıvel determinar a função de onda de difração e, juntamente com
a função de onda de Bethe, ter a solução completa do problema.
A. Lamacraft também usou o Ansatz de Sommerfeld para o caso acima, mas com
part́ıculas penetráveis, mostrando que o espalhamento difrativo ocorre mesmo quando
as três part́ıculas têm massas iguais, bastando que a intensidade dos potenciais delta de
Dirac sejam diferentes [156].
Nas próximas duas seções, expomos o modelo de Lieb-Liniger e de M. Gaudin conforme
as referências [5, 15, 33], pois serão a base para o nosso problema.
2.2 O Modelo de Lieb-Liniger
O modelo de Lieb-Liniger consiste de N bósons de massa m, sem spin, dispostos em
uma região 1D finita sob condição de contorno periódica e interagindo por um potencial
repulsivo V (xi, xj) = λδ(xi − xj), com i = j. Inicialmente, escrevemos a equação de











ψ = Eψ, (2.17)
em que  = 2m = 1 e ψ := ψ(x1, ..., xN ).
Como o potencial de interação é um delta de Dirac, o problema representado pela Eq.
(2.17) pode ser substitúıdo por um problema quântico de part́ıcula livre nas regiões onde
xi = xj, de tal maneira que a função de onda seja cont́ınua em xi = xj e a sua primeira
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ψ|xi−xj=0− = 2λψ|xi=xj . (2.18)
Confinando os bósons em uma região finita D : 0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xN ≤ L, o problema
acima pode ser expresso como a de part́ıculas livres com o acréscimo da condição de
contorno da interação delta de Dirac. Além disso, como as part́ıculas são bósons, a função
de onda deve ser simétrica, o que significa que as primeiras derivadas em xi − xj = 0+ e













ψ|xi−xj=0+ = λψ|xi=xj . (2.20)
Devemos impor agora a condição de contorno periódica. Definindo ψ(L, x2, ..., xN ) ≡
ψ(x2, ..., xN , L), obtemos a condição de contorno periódica sobre a função de onda e sobre
a sua primeira derivada,
ψ(0, x2, ..., xN ) = ψ(x2, ..., xN , L), (2.21)
∂
∂x1
ψ(x1, x2, ..., xN )|x1=0 =
∂
∂x1
ψ(x2, ..., xN , x1)|x1=L. (2.22)
Assim, as Eqs. (2.19-2.22) determinam completamente o nosso problema no domı́nio D.
Agora, podemos considerar qualitativamente o nosso problema. Os bósons comportam-
se como part́ıculas livres nas regiões xi = xi+1; então, a função de onda é expressa em
termos de ondas planas. Como a intensidade λ do potencial de interação é finita, os bósons
podem colidir elasticamente ou tunelar entre si. Se colidirem, a transferência de momento
linear é apenas uma permutação desses momentos; se tunelarem, ainda podemos consi-
derar a ocorrência de permutação de momentos, pois os bósons são indistingúıveis. Essas
observações justificam, então, a suposição de que a função de onda do modelo de Lieb-
Liniger seja uma soma sobre todas a permutações de N momentos, ou de N part́ıculas no
domı́nio D,











em que P são permutações de inteiros 1, ..., N , ou seja, N ! permutações e kPj são os
números de onda (por abuso de linguagem, vamos nos referir aos números de onda como
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momentos). Temos, então, o Ansatz de Bethe do problema.
Para se determinar os coeficientes a(P), usamos a Eq. (2.23) para escrever duas
funções de onda em termos de dois conjuntos de permutações de momentos na posição de
encontro de duas part́ıculas quaisquer,
P ∈ {p, q, kp3 , ..., kpN}, p = kp1 , q = kp2 ,
Q ∈ {q, p, kp3 , ..., kpN}.
Substituindo as duas funções de onda na Eq. (2.20), obtemos
a(Q) = a(P)λ− ı(q− p)
λ+ ı(q− p) = a(P)e
ıθp1p2 . (2.24)
A Eq. (2.24) mostra que a interação entre dois bósons implica em uma diferença de fase.











Pela condição de contorno dada pela Eq. (2.21) e C é uma permutação ćıclica de
1, ..., N , obtemos
a(PC)eıkPiL = a(P), (2.26)











ki − kj , (2.27)
em que ni são inteiros positivos.
Portanto, como determinamos os coeficientes a(P) e os momentos ki, a Eq. (2.19) dá





A propriedade de completeza, ou fechamento, que garante que o conjunto de auto-
funções formem uma base para qualquer função de onda, foi demonstrada por M. Gau-
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Devido à superposição de ondas planas, a integral de normalização não é trivial, pois é
preciso se apelar para a Teoria de Distribuições em um espaço N dimensional.
2.3 O Modelo de Michel Gaudin
O modelo de Lieb-Liniger usa a condição de contorno periódica pela conveniência de
não considerar o comportamento da função de onda nas bordas de uma região 1D finita.
Pode-se pensar também que o modelo de Lieb-Liniger se refere a um gás de Bose de
part́ıculas interagentes dispostos em uma circunferência.
M. Gaudin substituiu a condição de contorno periódica por duas condições de contorno
que impõe o anulamento da função de onda nas extremidades da região finita que coincide
com o intervalo [0, L] (caixa 1D),
ψ(0, x2, ..., xN ) = 0, (2.28)
ψ(x1, x2, ..., L) = 0, (2.29)
correspondendo a condições de contorno de Dirichlet [159].
Gaudin resolveu primeiro o problema para uma caixa semi-infinita, impondo a condi-
ção dada pela Eq. (2.28) e assumindo, como Ansatz, as soluções-base dadas por











Precisamos considerar todas as possibilidades de combinações de momentos, com valores
positivos e negativos, pois devemos levar em conta a reflexão das part́ıculas na parede em
0 do intervalo [0, L]. Assim, o conjunto de momentos K = {k1, ..., kN}, em que ki = εi|ki|,
εi = ±1. Então, é necessário realizar um segundo Ansatz
ψ|K|(x1, ..., xN ) =
∑
ε1...εN
A(ε1...εN)ψK(x1, ..., xN ), (2.31)
em que |K| = {|k1|, ..., |kN |}. Determinamos os novos coeficientes A(ε1...εN ) através da
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a(P)eı(kP2x2+...+kPNjxN ) = 0.
Esse anulamento deve ser satisfeito com os pares de ondas planas com momentos simétri-
cos, eı(ε1|kP1|x1+ε2|kP2|x2+...+ε2|kPNj |xN ) e eı(−ε1|kP1|x1+ε2|kP2|x2+...+ε2|kPNj |xN ); assim, fixando-se



























Portanto, substituindo na Eq. (2.31), obtemos

























Para termos uma função de onda válida na caixa 1D, procedemos de maneira análoga
ao realizado acima, mas usando a condição de contorno dada pela Eq. (2.29). Como




kq − kp − ıλ
kq − kp + ıλ
kq + kp + ıλ
kq + kp − ıλ. (2.33)

















em que p ∈ [1, N ].






que é mesma do modelo de Lieb-Liniger.
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Ansatz de Bethe e Grupos de Reflexão
Michel Gaudin [33] percebeu que soluções do tipo Ansatz de Bethe possuem uma
estrutura intŕınseca de Grupos de Reflexão G, de maneira que uma solução Ansatz de





em que x e k são vetores N dimensionais e ( , ) denota o produto escalar. Os coeficientes
a(g) são determinados pelas condições de contorno na região D e devem satisfazer as
propriedades do grupo G. A propriedade de simetria de reflexão, juntamente com a
integrabilidade das soluções Ansatz de Bethe, levam ao espalhamento não difrativo das
part́ıculas, como demonstrado por E. Gutkin e B. Sutherland [34,35].
H. S. M. Coxeter (1907-2003) demonstrou que há apenas 11 grupos de reflexão [33,
160–163]:
1) AN−1, correspondendo a simplexos19 regulares em RN−1 e estão associados ao grupo de
permutações SN (as posições de encontro das part́ıculas xi = xj definem um hiperplano
em relação ao qual se realiza a reflexão);
2) BN e CN , correspondendo à simetria de hipercubo;
3) DN , associado a permutações com troca de um número par de sinais, sendo um sub-
grupo de ı́ndice 2 de BN , ou seja, a metade dos elementos de DN pertencem a BN ;
4) I2(N), é o grupo diedral o grupo diedral de ordem 2N , associado ao grupo de simetria
de poĺıgonos regulares;
















Figura 2.15: Grupos de Coxeter finitos são uma generalização de grupos de reflexão.
Esses grupos constituem os Grupos de Coxeter Finitos e são comumente representados
pelos diagramas de Coxeter-Dynkin, Fig. 2.15, e definidos da seguinte maneira:
19Simplexos é uma generalização N dimensional de triângulos. Por exemplo, 2-simplexo é um triângulo;
3-simplexo é um tetraedro.




























Figura 2.16: Grupos de Coxeter Afins: cada grupo de Coxeter pode ser estendido acres-
centando um nó.
(a) os nós são os hiperplanos20 em relação aos quais ocorrem as reflexões, funcionando
como “espelhos”;
(b) as arestas representam os ângulos diedrais 180
o
t
entre os hiperplanos, em que t > 1,
como se fossem ângulos de abertura entre os “espelhos”;
(c) o ângulos diedrais entre os hiperplanos são indicados explicitamente sobre a aresta
sempre que t > 3.
(d) para t = 3 (60o), fica subentendido pela sua ausência sobre as arestas;
(e) para t = 2 (90o), não há aresta e os nós são representados isoladamente.
Para cada Grupo de Coxeter, há uma versão estendida, os Grupos de Coxeter Afins,
consistindo na inclusão de um nó para descrever tesselações, ou ladrilhamentos, no es-
paço, apropriados para descrever contornos fechados, como os bilhares. Esses grupos são
denotados sobrescrevendo neles um til, conforme se vê na Fig. 2.16.
Desse modo, como o modelo de Lieb-Liniger é formado por bósons dispostos em uma
reta, cujos momentos são trocados por permutações, a simetria correspondente é de AN−1
e, consequentemente, o seu diagrama de Coxeter-Dynkin é uma cadeia linear de nós ligados
por arestas simples, sem indicação de t; isso é condizente com o espaço de configuração
da Fig. 2.14 para o caso particular de três part́ıculas de massas iguais em uma reta,
pois a disposição entre os hiperplanos é de 60o. Já a solução por Ansatz de Bethe para a
semirreta, a simetria correspondente é de BN e de CN , os quais possuem um dos“espelhos”
com t = 4, concordando com o fato de o espaço de configuração ser uma cunha com um
ângulo de abertura de 45o. Esses exemplos mostram que o ângulo entre os “espelhos”
20Hiperplanos são planos N -dimensionais.
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está relacionado com as massas das part́ıculas do sistema, contanto que levemos em conta
a relação entre bilhares e sistemas 1D com várias part́ıculas. Então, é posśıvel obter o
sistema de part́ıculas a partir de um desses grupos de reflexão. Isso foi realizado para o
grupo de reflexão afim F̃4 em [58] para estudar o problema quântico de quatro part́ıculas
impenetráveis confinadas em uma caixa 1D. Para isso, inicialmente consideramos seis
part́ıculas de massas mi quaisquer em uma região 1D, em que i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, e
impomos os limites m0 → ∞ e m5 → ∞. A relação entre os ângulos definidos pelos






vai nos fornecer as razões de massas das quatro part́ıculas de duas em duas. Pelo diagrama









identificamos com θ012, θ123, θ234 e θ345, respectivamente. A substituição na Eq. (2.36),
resultam nas seguintes relações de massas
m1 = 3m, m2 = m, m3 = 2m, m4 = 6m, (2.37)
cuja disposição espacial denotamos por [[3126]], em que x1 < x2 < x3 < x4. Logo,
para G = F̃4, a Eq. (2.35) fornece a função de onda por Ansatz de Bethe de quatro
part́ıculas impenetráveis com as massas dadas pela Eq. (2.37). Essa simetria corresponde
à tesselação do espaço euclidiano 4-dimensional por 24 células, de modo que cada vértice
é a fronteira de um 4-cubo [164].
No entanto, foi usada em [58] a disposição [[6213]], a versão “espelhada” de [[3126]].
Logo, o diagrama de Dynkin também é “espelhada” e a relação entre as posições das
part́ıculas aqui é x4 < x3 < x2 < x1, ou seja, a disposição das massas está atrelada
às câmaras que dividem o espaço de configuração do sistema. Assim, [[6213]] também
corresponde ao grupo de reflexão F̃4 e, por isso, admite uma solução por Ansatz de Bethe
quando as part́ıculas são impenetráveis. A sua simetria leva à tesselação do espaço por
um octaedro 4-dimensional (ou octacubo), no qual cada vértice é a fronteira de um espaço
de 24-células [164], uma simetria diferente da disposição [[3126]]. Essa distinção viola a
propriedade caleidoscópica necessária para se ter uma solução por Ansatz de Bethe se
as part́ıculas tunelassem entre si. Essas duas simetrias posśıveis de F̃4 já são previstas
pela dualidade de poliedros, uma propriedade geométrica necessária para a preservação
de simetrias [165]21.
21A dualidade de poliedros estabelece que qualquer um deles está associado um dual, tal que os vértices
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(a) (b)
Figura 2.17: (a) Espaço de configuração para quatro part́ıculas interagentes impenetráveis
em uma armadilha harmônica. Ω1234, etc., são as câmaras para uma disposição espacial
espećıfica das part́ıculas e ω1234 são os ângulos entre os “espelhos”, o mesmo da Eq. (2.36).
(b) Estat́ıstica de ńıveis de energia vizinhos P (s) em função de s para cada uma das seis
disposições posśıveis associadas à simetria H3. Apenas a disposição [[1234]] é Poisson,
enquanto as demais disposições, a estat́ıstica é Wigner-Dyson (GOE). O gráfico logo
abaixo mostra ótimo acordo com a lei de Weyl para os seis casos. Figuras extráıdas de
Integrable Families of Hard-Core Particles with Unequal Masses in a One-Dimensional
Harmonic Trap, N. L. Harshman, Maxim Olshanii, A. S. Dehkharghani, A.G. Volosniev,
Steven Glenn Jackson, and N.T. Zinner Phys. Rev. X 7, 041001 – 4 de outubro de 2017
(https://doi.org/10.1103/PhysRevX.7.041001).
Aliás, qualquer outra disposição diferente de [[3126] e [[6213], independentemente de
como for gerada, não haverá nenhum grupo de reflexão posśıvel e, consequentemente,
nenhuma propriedade caleidoscópica; portanto, nenhuma função de onda por Ansatz de
Bethe é posśıvel. Tais disposições correspondem, possivelmente, a situações não integrá-
veis. Esse resultado foi observado em um outro sistema, formado por muitas part́ıculas
interagentes por potenciais delta de Dirac, impenetráveis e confinadas em um potencial



















δ(xi − xj). (2.38)
de um, corresponda às faces do outro e as arestas entre dois pares de vértices de um, corresponda às arestas
entre dois pares de faces do outro.
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Nesse caso, as câmaras que especificam as disposições das part́ıculas estão em um espaço
de configuração esférico (veja a Fig. 2.17(a)), e não mais em um espaço euclidiano, por
causa da presença do potencial harmônico. Por conseguinte, funções de onda por Ansatz
de Bethe como uma superposição finita de ondas planas não faz mais sentido, mas sim uma
superposição finita de harmônicos esféricos. Procedendo-se de maneira análoga ao caso
F̃4, obteve-se várias famı́lias integráveis de massas. Por exemplo, para quatro part́ıculas,
há três simetrias posśıves, A3 (tetraédrica), C3 (cúbica) e H3 (icosaédrica) e, assim, há
três famı́lias de massas integráveis em algumas câmaras do espaço de configuração. Para o
caso particular da simetria H3, as massas são m1 = m4 = 0, 44279, m2 = 0, 03381 e m3 =
0, 08061, com apenas seis setores diferentes e somente um deles é integrável, a disposição
[1234]. As demais disposições são quanticamente não integráveis, como verificado pelo
espectro dos ńıveis de energias próximos, sendo do tipo Wigner-Dyson (GOE), e não
Poisson (veja a Fig. 2.17(b)) [60].
Portanto, na perspectiva de Grupos de Reflexão, o Ansatz de Bethe para sistemas de
part́ıculas de massas diferentes somente é posśıvel quando elas forem impenetráveis.
Capı́tulo 3
Aspectos Essenciais da Dinâmica Clássica
Para o estudo do nosso problema quântico, partimos da análise clássica do sistema para
determinarmos como os momentos lineares das part́ıculas são gerados; isso é importante
porque saberemos sob quais condições um conjunto finito de pares de momentos lineares
é gerado para, em seguida, associarmos cada um deles a uma onda plana. A superposição
desse conjunto finito de ondas planas vai nos conduzir a uma expressão para a função de
onda desejada. Parte dos resultados presentes foram obtidos da dissertação de mestrado
[66].
3.1 O Sistema Clássico de Duas Part́ıculas em uma
Caixa 1D Finita
O nosso sistema clássico consiste de duas part́ıculas pontuais, de massas quaisquer,
confinadas em um intervalo 1D finito de comprimento L (caixa 1D), colidindo elastica-
mente entre si e com as paredes (veja a Fig. 3.1(a)). Entre duas colisões consecutivas
quaisquer, as part́ıculas têm movimento uniforme.
Denotemos a part́ıcula à esquerda por 1 e a part́ıcula à direita, por 2. Para a i−ésima
part́ıcula, com i ∈ {1, 2}, considere qi a posição, pi o momento linear, mi a massa e λ a in-
tensidade do potencial de interação V (q1, q2). Dessa forma, o hamiltonianoH(q1, q2, p1, p2)
desse sistema é [166]







+ λ[δ(q1) + δ(q1 − q2) + δ(q2 − L)], com λ→ ∞. (3.1)
Observe que o potencial de interação V (q1, q2) = λ[δ(q1)+ δ(q1− q2)+ δ(q2 −L)] tem três
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Figura 3.1: (a) Sistema de duas part́ıculas quaisquer confinadas em uma região de com-
primento L. (b) Espaço de configuração C2 correspondente.
partes:
V1(q1, q2) = λδ(q1), V2(q1, q2) = λδ(q2 − L),
que descrevem as colisões part́ıcula-parede (p-w) da part́ıcula 1 em q1 = 0 e da part́ıcula
2 em q2 = L, respectivamente, e
V3(q1, q2) = λδ(q1 − q2),
que descreve a colisão part́ıcula-part́ıcula (p-p) entre a 1 e a 2. Além disso, a intensidade
λ do potencial de interação deve ser infinita, a fim de garantir a impenetrabilidade das
part́ıculas clássicas nas colisões p-p e p-w.
O hamiltoniano H(q1, q2, p1, p2) se reduz à energia puramente cinética sempre que












em que pi = mivi, ou seja, as part́ıculas têm movimento livre entre colisões subsequentes.
Nas colisões p-w, as velocidades trocam apenas de sinal; já nas colisões p-p, há uma troca
de velocidades de acordo com a conservação de energia e de momento das duas part́ıculas.
Como resultado, se obtém uma equação matricial das velocidades depois, vid, em função






















3.2. A Correspondência entre o Sistema de Duas Part́ıculas na Caixa 1D e o Bilhar
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em que γ = m2
m1
é a razão das massas das part́ıculas e M(γ) é a matriz que transforma
as velocidades iniciais nas finais. A Eq. (3.2) mostra que as velocidades, ou momentos,
gerados nas colisões p-w e p-p pertencem a uma elipse. Em vista disso, denominamos
esses pares de velocidades e de momentos lineares de estados e o espaço correspondente,
a elipse, de espaço de estados [168].
3.2 A Correspondência entre o Sistema de Duas Par-
t́ıculas na Caixa 1D e o Bilhar Triângulo Retân-
gulo
O sistema de duas part́ıculas interagentes confinadas em uma caixa 1D equivale a
um sistema 2D em forma de um triângulo retângulo, que confina uma única part́ıcula
colidindo especularmente em sua fronteira (bilhar triângulo retângulo). Para mostrar
essa equivalência, precisamos determinar primeiramente o espaço de configuração C2 do
sistema original. Observe que:
• as posições qi das part́ıculas estão restritas ao intervalo de comprimento L, qi ∈ [0, L];
• as part́ıculas são impenetráveis, 0 ≤ q1 ≤ q2 ≤ L;
• as colisões p-p ocorrem em q1 = q2;
• as colisões p-w das part́ıculas 1 e 2 ocorrem nos intervalos [0, q2) e (q1, L], respecti-
vamente.
Dessa forma, o espaço de configuração C2 é a região triangular destacada na Fig.
3.1(b). No entanto, não podemos interpretar essa região triangular como o nosso bilhar,
pois uma part́ıcula incidindo na hipotenusa, não é refletida especularmente em geral, de
acordo com a Eq. (3.3) (veja o Apêndice D para essa demonstração). A reflexão espe-








1Transformações canônicas são transformações de coordendas e momentos de tal maneira que as equa-
ções de Hamilton são preservadas (veja o Apêndice A).
3.2. A Correspondência entre o Sistema de Duas Part́ıculas na Caixa 1D e o Bilhar
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no hamiltoniano da Eq. (3.1) [94, 166], dando







Temos, então, um novo espaço de configuração Ĉ2 em forma de triângulo retângulo, cujos
lados são tais que 0 ≤ x1 ≤ √m1L, 0 ≤ x2 ≤ √m2L e x1 ≤ x2√γ . Desse modo, a forma
do triângulo retângulo fica associada diretamente às massas das part́ıculas, como mostra












Figura 3.2: (a) Espaço de configuração Ĉ2 correspondente ao hamiltoniano
Ĥ(x1, x2, P1, P2); (b) Bilhar triângulo retângulo correspondente ao espaço de configuração
Ĉ2: em seu interior, uma part́ıcula de massa unitária, movendo-se com velocidade de
módulo
√
E, é refletida sempre que ela colidir com um dos lados do bilhar. O ângulo ξ
estabelece a direção de movimento da part́ıcula e o ângulo ζ está relacionado às massas
das duas part́ıculas, tg ζ =
√
γ.
A transformação canônica que define o momento linear Pi leva a uma indistinção









E. Portanto, Pi = wi, justificando a denominação de “estado” tanto para os pares de
momentos, quanto para os pares de velocidades das part́ıculas. Consequentemente, a Eq.
(3.2) torna-se
E = w21 + w
2
2, (3.6)
ou seja, o espaço de estados é uma circunferência de raio
√
E.




2m−1i wi na Eq. (3.3), o estado depois de uma colisão p-p é a reflexão




















, θ ∈ (0, π), (3.8)
e Rf (θ) é a matriz de reflexão. Essa matriz tem a propriedade desejada de reflexão es-
pecular na hipotenusa, conforme a demonstração no Apêndice D. A reflexão especular
também é preservada nas colisões p-w, pois os sinais das velocidades wi são apenas tro-
cadas. Além de garantir a reflexão especular, precisamos estabelecer uma relação entre














Pela Fig. 3.2(a), vemos que γ = tg2 ζ. Logo, segue-se da comparação com a Eq. (3.9)
que ζ = θ
2
. Dessa forma, conseguimos estabelecer todos os v́ınculos para interpretarmos a
Eq. (3.5) como o hamiltoniano de uma única part́ıcula, com massa unitária, movendo-se
com velocidade de módulo
√
E e confinada em um bilhar triângulo retângulo, Fig. 3.2(b).
A reflexão de um estado por um ângulo θ dada pela Eq. (3.7) pode ser reinterpretada.
Considere, por exemplo, o estado (w1a, w2a) antes da colisão p-p no 4
o quadrante, em que
w1a > 0 e w2a < 0; então, o estado (w1d, w2d) depois da colisão p-p pode ser obtido pela
reflexão do estado (w1a, w2a) em relação ao eixo w1, seguida por uma rotação anti-horária
por um ângulo θ, conforme ilustrada nas Figs. 3.3(a)-(c). Isso significa que, efetivamente,
















Essa interpretação se mantém para quaisquer outros estados no 1o e 3o quadrantes que
conduzam a uma colisão p-p.
































Figura 3.3: Etapas para a geração de um estado: (a) estado inicial (w1a, w2a); (b) reflexão
do estado (w1a, w2a) em relação ao eixo w1, que é equivalente a uma rotação por um ângulo
2τ , em que τ é o ângulo em relação a w1 do vetor associado a (w1a, w2a); (c) rotação anti-
horária do estado (w1a,−w2a) por um ângulo θ, gerando o estado final (w1d, w2d).
3.3 Estados Interpretados como Números Complexos
Lembrando que o plano real e o conjunto dos números complexos são espaços vetoriais
isomorfos [169], podemos associar cada estado antes e depois de uma colisão p-p a um
número complexo za = w1a + ıw2a e zd = w1d + ıw2d de módulo
√
E e a matriz Rt(θ), a
eıθ = cos θ + ı senθ; assim, a equação complexa equivalente a Eq. (3.10) é
zd = e
ıθza, (3.11)
em que a barra sobre o número complexo denota a conjugação complexa. As colisões p-w
também podem ser descritas com a notação complexa:
(i) Colisão da 1 com a parede em q1 = 0:
zd = −za = −w1a + ıw2a. (3.12)
(ii) Colisão da 2 com a parede em q2 = L:
zd = za = w1a − ıw2a. (3.13)
(iii) Colisão da 1 e da 2 com as paredes em q1 = 0 e q2 = L (não necessariamente ao
mesmo tempo), respectivamente:
zd = −za = −w1a − ıw2a. (3.14)
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Perceba que a notação dos estados por números complexos é mais simples que a
matricial. Além disso, esta notação é vantajosa em relação à matricial na determinação
anaĺıtica dos estados posśıveis gerados em uma sucessão de colisões p-p e p-w, pois é
mais fácil multiplicar números complexos na forma polar do que multiplicar matrizes,
conforme mostrada para uma sequência particular de colisões no Apêndice E. Em vista
disso, adotaremos daqui em diante a notação complexa para os estados gerados pelo
sistema sempre que for conveniente.
Como visto acima, os estados devido às colisões p-w são gerados por conjugação
complexa e por rotação de um ângulo π. Isso mostra que não é posśıvel obtê-los pela
rotação de um estado za imediatamente antes de uma colisão p-p. Então, precisamos
inclúı-los também como estados zd a serem rotacionados por um ângulo θ para se ter
todos os estados posśıveis do nosso sistema: sendo Zd = e
ıθZa a equação análoga à Eq.
(3.11), e Za = zd o estado antes da colisão p-p, com zd dado pelas Eqs. (3.12)-(3.14),
obtemos para:
(I) Za = −za,
Zd = −eıθza; (3.15)
(II) Za = za,
Zd = e
ıθza; (3.16)
(III) Za = −za,
Zd = −eıθza. (3.17)
Observando as semelhanças entre as Eqs. (3.15) e (3.16) e das Eqs. (3.11) e (3.17),
podemos reuni-las como
zd = ±eıθza, (3.18a)
Zd = ±eıθza. (3.18b)
A sucessão de colisões p-p e p-w leva à iteração de rotações como descritas pelas Eqs.
(3.18a) e (3.18b), de modo que, para alguma l-ésima iteração, se tenha
zl = ±eılθz0, (3.19a)
Zl = ±eılθz0, (3.19b)
com l > 0 inteiro. Assim, temos quatro equações geradoras dos estados posśıveis do
sistema por meio de rotações por θ. Quando esse ângulo for tal que:
• θ
π
é irracional, o sistema seria ergódico se nos restrinǵıssemos simplesmente ao fato de
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serem rotações por ângulos θ
π
irracionais [170–174]. No entanto, essa condição é apenas
necessária, e não suficiente, pois a dinâmica do sistema permanece acessando as mesmas
classes de trajetórias do espaço de fases, como mostrado em [66]. Uma demonstração da
ergodicidade desse sistema clássico ainda é um problema em aberto;
• θ
π
é racional. Isso significa que o ângulo θ = mπ
n
, para m > 0 e n > 1 inteiros coprimos.
Esse caso é importante na investigação da versão quântica do sistema. Há duas situações:
 m = 1: pelas Eqs. (3.19a) e (3.19b), temos ±eılπn , com l ∈ [1, 2n]; assim, para
cada l > n, temos eıl
π
n = −eıj πn , com j ∈ [1, n] inteiro. Logo, é suficiente considerar apenas







pois são gerados os mesmos estados para o sinal negativo. Consequentemente, cada uma
dessas rotações distribuem os estados por um ângulo θ = π
n
no espaço de estados.
 m = 1: nesse caso, m pode ser par ou ı́mpar. Sendo par, +eılmπn corresponde a
rotações sucessivas por ângulos pares, gerando-se apenas a metade dos estados posśıveis.





π, com e−ıπ = −1, ou seja, são rotações
sucessivas por ângulos ı́mpares. Restringindo os ângulos lmπ
n
e




(0, 2π], obtemos uma sequência de rotações por ângulos pares e outra de rotações por
ângulos ı́mpares a partir de um ângulo π
n





n e − eılmπn = eı(2j−1)πn ,
com j ∈ [1, n] inteiro.
Reunindo essas duas sequências, de maneira que as rotações +eıl
mπ
n e −eılmπn sejam




n , com l ∈ [1, 2n], obtemos novamente uma distribuição
de estados por um ângulo π
n
(veja a Fig. 3.4(a)). O mesmo resultado é obtido para m
ı́mpar.
Portanto, para θ = mπ
n
arbitrário, qualquer estado posśıvel do nosso sistema f́ısico é
gerado por reflexões ou rotações sucessivas de um estado z0, conforme as Eqs. (3.20a) e
(3.20b). Essas sucessões de reflexões e de rotações não correspondem à sequência temporal
de colisões das part́ıculas, pois ela depende das condições iniciais de posição e momento
escolhidas.
Os pares de estados zl e Zl também estão igualmente distribúıdos no espaço de estados
(veja a Fig. 3.4(a)). Para se mostrar isso, note que a relação entre z0 e seu complexo
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Figura 3.4: Ilustração do espaço de estados unitário para o caso γ = 3 (θ = 2π
3
) gerado
pela Eq. (3.20a), indicado por , e pela Eq. (3.20b), indicado por . Como n = 3, o
número total de estados é Nes = 12. (a) Distribuição dos estados , , assim como seus
pares defasados por f1(l) ≈ 0, segundo o ângulo π3 . (b) Hexágonos regulares destacam a




em que 2τ ∈ (0, π) é o ângulo entre z0 e z0 (veja a Fig. 3.5(a)), ou seja, é um ângulo




ou seja, os pares de estados zl e Zl possuem uma defasagem constante entre eles de 2τ
(veja as Figs. 3.5(a)-(b) ilustrando o caso l = 1) e, assim, uma distribuição geralmente





dos estados zl e Zl. Por conseguinte, surge outro ângulo
de defasagem f1(l) = l
π
n
− 2τ entre Zl e z0, como podemos obter pela relação entre a Eq.







Há dois resultados posśıveis: se a defasagem f1(l) ≈ 0 para algum inteiro l = r fixo,
então os estados Zl e z0 estarão próximos entre si; caso contrário, esses estados estarão




sempre tem uma raiz, isso significa que, variando-se os valores de l, garante-se que exista
um l = r no qual f1(l) ≈ 0. Como isso fora feito para um estado inicial z0, repetimos esse
procedimento para os demais estados zl, usando-o para se definir um novo estado inicial































Figura 3.5: Defasagem entre os estados zl e Zl para o caso particular l = 1: (a) dado um
estado inicial z0, o estado z1 é obtido pela reflexão em relação ao eixo w1, ou uma rotação
por um ângulo 2τ , seguido de uma rotação por um ângulo π
n
; (b) rotacionando z0 por um
ângulo π
n
, obtemos o estado Z1. Esse estado está defasado de 2τ do estado z1. Além disso,





z0. Ao final, teremos pares de estados zl e Zl′ , com l, l
′ ∈ [1, 2n], distribúıdos no espaço
de estados segundo um ângulo médio π
n
, uma vez que os estados consecutivos zl e Zl′ já
estão assim distribúıdos.
As Eqs. (3.20a) e (3.20b) são rotações eıl
π
n de z0 e z0, em que l ∈ [1, 2n]. Isso significa
que cada uma dessas equações gera um conjunto de 2n estados, ou seja, o número total
de estados que o sistema pode gerar é Nes = 4n. Esses estados possuem a estrutura do
Grupo Diedral [128] (veja a Fig. 3.4(b)), um grupo multiplicativo ćıclico (Apêndice B).
Como a distribuição dos estados zl e Zl é uniforme e por ângulos
π
n
, o número médio de
estados por quadrante é Nq =
Nes
4
= n. A Fig. 3.6 mostra os espaços de estados obtidos
numericamente [66] para cada valor de γ, corroborando tanto a distribuição quanto o
número de estados. Podemos atribuir um significado f́ısico a esse resultado: como o
4o quadrante corresponde às velocidades das part́ıculas com sinais opostos, em que a
1 tem velocidade positiva e a 2 tem velocidade negativa, isso significa que o inteiro n,
determinada pela razão de massas γ, é o número de pares de velocidades opostos que
sempre levam a uma colisão p-p.
A quantidade de pontos no espaço de estados gerados por um certo número de colisões
p-p é insuficiente para se concluir algo sobre a integrabilidade do sistema. Isso está ilu-
trado nos espaços de estados das Figs. 3.6(h) e (i): realizando numericamente 1 milhão de
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Figura 3.6: Espaços de estados para: (a) γ = 1, θ = π
2






(60o), Nes = 12; (c) γ = 3, θ =
2π
3




, θ = π
4
(45o),





, θ = π
6







, θ = π
12
(15o), Nes = 48;







6−√2 , θ =
5π
12
(75o), Nes = 48; (h) γ =
1
2
, θ = 1, 2309594... (70, 528779...o),





, θ = π
90
(2o), Nes = 360.
colisões p-p, gerou-se 128 estados para a razão de massas γ = 1
2
, que é o caso “ergódico”2 e





, que é um caso pseu-
dointegrável de genus igual a 45, gerou-se 360 estados. Para se observar qualitativamente
a diferença entre um caso “ergódico” e um caso integrável/pseudointegrável, usamos, por
exemplo, o espaço de fases do momento p1 e da posição x1 da part́ıcula 1 sempre que ela
2Usou-se “ergódico” e não ergódico, pois esses casos carecem de uma prova rigorosa quanto a essa
propriedade [66,175].
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Figura 3.7: Espaços de fases para: (a) γ = 1; (b) γ = 1
3








. Enquanto os casos não ergódicos apresentam um acúmulo de pontos em
linhas bem definidas, o caso “ergódico” exibe uma “difusão” pelo espaço de fases.
colidir com a parede em x1 = 0 ou com a part́ıcula 2. Assim, fazendo um experimento










, obtemos o espaço de fases da Fig. 3.7. Observe que os casos inte-
grável/pseudointegrável, Figs. 3.7(a), (b) e (d), acumulam pontos (x1, p1) em linhas bem
definidas, indicando que a part́ıcula no bilhar visita apenas regiões espećıficas; por outro
lado, o caso “ergódico” γ = 1
2
não exibe esse acúmulo de pontos, mas uma “difusão” de
(x1, p1) pelo espaço de fases, Fig. 3.7(c).
3.4 O Conjunto de Estados e suas Propriedades
A geração de estados pelo sistema f́ısico é bastante simples, pois depende apenas de
duas equações, Eqs. (3.20a) e (3.20b), constituindo um conjunto E com 4n elementos,
E = {z1, ..., zn, zn+1, ..., z2n, Z1, ..., Zn, Zn+1, ..., Z2n} := {zl, Zl}1≤l≤2n.
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Dessa forma, posśıveis aplicações que exigem conhecer explicitamente todos os estados
posśıveis seria dificultoso para valores crescentes de n. No entanto, lembrando que esses
estados formam um Grupo Diedral, a sua estrutura provém propriedades que simplificam
a representação dos estados, que será importante para a análise quântica. São elas:
1. Simetria: Sejam zl′ = e
ıl′ π
n z0 e Zl′ = e
ıl′ π
n z0. Se l
′ > n, existe um inteiro l tal que
zl′ = −zl e Zl′ = −Zl. Tais relações são únicas no intervalo (0, 2π].
2. Relação entre os estados “z” e “Z”: Sejam zj = e
ıj π
n z0 e Zl = e
ılπ
n z0.
(a) Se j + l = n, temos Zl = −zn−l.
(b) Se j + l = 2n, temos Zl = z2n−l.
3. Relação entre os estados antes e depois de uma colisão p-p:
(a) Seja zl = e
ılπ
n z0 um estado imediatamente antes de uma colisão p-p. Então, o
estado depois dessa colisão é
eı
mπ
n zl = Z2n+m−l. (3.22)
A Eq. (3.22) permanece válida se o estado “Z” for o estado imediatamente antes
e “z” for o imediatamente depois de uma colisão p-p. Para se mostrar isso, basta
multiplicar o complexo conjugado da Eq. (3.22) por eı
mπ




n Z l′ = z2n+m−l′ .
Isso acontece porque esses estados constituem um grupo ćıclico, como manifestado
pela soma constante dos seus ı́ndices,
l + (2n+m− l) = 2n+m.
Em vista disso, chamamos o par de estados zl e Z2n+m−l de par de estados antes-
depois de uma colisão p-p, sem a necessidade de se identificar qual estado é o antes
ou qual é o depois de uma colisão p-p.
(b) Seja o par de estados zl e Z2n+m−l. Pela propriedade (a) do item 2, o par de
estados antes-depois de uma colisão p-p pode ser escrito como C(zl) = −zn−m+l.
É conveniente definirmos o estado inicial z0 tal que z1 = α
(1) + ıβ(1) = α+ ıβ, em que
0 < β < α,
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e juntamente com as propriedades acima, podemos escrever uma lista dos estados posśıveis⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
zl = α
(l) + ıβ(l), l ∈ [1, n− 1]
zl = −α(l) + ıβ(l), l = n
zl′ = −zl = −α(l) − ıβ(l), l′ ∈ [n+ 1, 2n− 1]
zl′ = z0 = α
(l) − ıβ(l), l′ = 2n
, (3.23)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Zl = −α(n−l) + ıβ(n−l) = −zn−l, l ∈ [1, n− 1]
Zl = −α(l) − ıβ(l) = −z0, l = n
Zl′ = −Zl = α(n−l) − ıβ(n−l), l′ ∈ [n+ 1, 2n− 1]
Zl′ = z0 = α
(l) + ıβ(l), l′ = 2n
, (3.24)
o que não representa nenhuma restrição, pois esses estados constituem um grupo ćıclico
e, por isso, uma definição diferente do estado inicial implicará em uma lista dos mesmos
estados em uma ordem diferente.
As Eqs. (3.23) e (3.24) mostram que basta o conhecimento de n estados para deter-
minarmos os demais posśıveis. Note também que o estado zl = zn tem a sua parte real
com sinal oposto ao dos estados que o antecedem. Por isso, temos uma análise à parte:
• O caso l ∈ [1, n− 1]. Para o par de estados antes-depois de uma colisão p-p C(zl) =
−zn−m+l, temos n−m+ l ≤ n, o que dá l ≤ m, ou seja, o inteiro m limita os valores
de l a estados −zn−m+l = −α(n−m+l) + ıβ(n−m+l). Por conseguinte, quando l > m,
temos n − m + l > n. Logo, é preciso restringir n − m + l ao inteiro n, que é o
mesmo que multiplicar as equações geradoras de estados por eın
π
n = −1, resultando
em C(zl) = zl−m = α(l−m) + ıβ(l−m).
• O caso l = n. Considere zn = −α(n) + ıβ(n) = −z0; como n = l > m, segue-se que
C(zn) = zl−m = α(n−m) − ıβ(n−m).
Desse modo, uma vez determinado os pares antes-depois de uma colisão p-p, temos 2n
estados ao todo. Os demais estados restantes são obtidos considerando os seus negativos.
Em suma, temos:
1) m estados:
C(zl) = −zn−m+l ⇐⇒ C[(α(l), β(l))] = (−α(n−m+l), β(n−m+l)), l ≤ m.
2) n−m estados:
C(zl) = zl−m ⇐⇒ C[(α(l), β(l))] = (α(l−m),−β(l−m)), m < l ≤ n− 1,
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e
C(zn) = zn−m ⇐⇒ C[(−α(n), β(n))] = (α(n−m),−β(n−m)), l = n.
Assim, o inteiro m pode ser interpretado como sendo o número a ser acrescentado ao
ı́ndice dos estados na lista, a fim de se obter o seu complexo conjugado: seja C(zl) =
−zn−m+l e C(zl) = zl−m; trocando l por l+m, obtemos C(zl+m) = −zn+l = zl e C(zl+m) =
zl, pois n+ l > n. Ainda, se l +m = n, temos C(zn) = zn−m.
Os 4n estados também podem ser obtidos pela seguinte função
C(zl) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−zn−m+l = −α(n−m+l) + ıβ(n−m+l) l < m
zl−m = α(l−m) − ıβ(l−m) l > m
−zn−m+l = α(n) + ıβ(n) l = m
zl−m = α(l−m) − ıβ(l−m) l = n
, (3.25)
em que zn = −α(n)+ ıβ(n), z0 = α(n)+ ıβ(n), zn = −z0. Isto nos permite definir uma função
para os ı́ndices dos estados, σ = f2(l), dada por
σ =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
n−m+ l, l < m
l −m, l > m
n, l = m
n−m, l = n
. (3.26)
Para a análise do caso quântico no caṕıtulo seguinte, a função de onda será constrúıda
associando-se cada par de estados antes-depois de uma colisão p-p a um par de ondas
planas,
(α(l), β(l)) → eı(α(l)x1+β(l)x2), (3.27a)
(α(σ), β(σ)) → eı(α(σ)x1+β(σ)x2), (3.27b)
em uma solução básica (solução base), com a qual obteremos uma função de onda esten-
dida para qualquer triângulo retângulo racional em função do ı́ndice l no intervalo [1, n].
Como os estados são gerados por colisões clássicas e as ondas planas correspondentes são
no âmbito quântico, as Eqs. (3.27) são a essência da nossa análise semiclássica aplicada
no Caṕıtulo 4. Dessa forma, podemos analisar alguns casos particulares de interesse.
Capı́tulo 4
O Sistema Quântico e um Ansatz de Bethe
Estendido
Sistemas clássicos integráveis são sistemas f́ısicos que possuem solução anaĺıtica exata
das equações de movimento ou, pelo menos, podem ser representadas por meio de simples
quadraturas [176] (apesar desta possibilidade não ser tratada no presente trabalho) graças
ao fato de possúırem todas as integrais de movimento determinadas. Por outro lado,
sistemas quânticos integráveis, conforme a definição de B. Sutherland apresentada no
Caṕıtulo 2, são sistemas f́ısicos que não exibem espalhamento difrativo; nesse caso, a
função de onda pode ser determinada de forma exata pela suposição, ou Ansatz, de ela
ser uma superposição finita de ondas planas. Esta suposição é denominada de Ansatz de
Bethe.
O Ansatz de Bethe é aplicável a sistemas de part́ıculas idênticas, como um gás de
bósons ou férmions em uma região 1D, sistemas de spin 1D, etc. M. Gaudin [33], por
exemplo, obteve a função de onda exata para um sistema de N bósons idênticos confi-
nados em uma caixa 1D, ou seja, o sistema é quanticamente integrável e, claramente,
também o caso N = 2. Como as part́ıculas podem tunelar, esse caso particular equivale
ao confinamento de uma part́ıcula em um bilhar quadrado com uma parede permeável em
sua diagonal, por causa do potencial de interação das part́ıculas ser um delta de Dirac no
modelo 1D. Quando as duas part́ıculas são impenetráveis, o bilhar torna-se um triângulo
retângulo isósceles, que também é quanticamente integrável [134].
Vimos no Caṕıtulo 2 que, do ponto de vista da teoria de grupos, alguns sistemas de
part́ıculas de massas diferentes admitem funções de onda do tipo Ansatz de Bethe apenas
para part́ıculas impenetráveis com valores de massas espećıficos, ou seja, são quantica-
mente integráveis. No entanto, propomos uma abordagem diferente para entender esse
68
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problema, usando resultados clássicos do Caṕıtulo 3 no problema quântico, que denomi-
namos de análise semiclássica. Em particular, o sistema de interesse imediato é aquele
formado por duas part́ıculas de razão de massas γ = 3 em uma caixa 1D, pois é clas-
sicamente integrável, mas é desconhecida pela literatura se a sua versão quântica, com
tunelamento entre as duas part́ıculas, é integrável. O bilhar correspondente a esse caso é
um retângulo, com uma parede permeável em sua diagonal, formado por dois triângulos
hemiequiláteros. Quando as part́ıculas quânticas são impenetráveis, o bilhar correspon-
dente é o triângulo hemiequilátero, que também é quanticamente integrável [134].
Para analisar esse sistema f́ısico, iremos discutir inicialmente a equação de Schrö-
dinger para duas part́ıculas de massas quaisquer em uma dimensão. No caso confinado,
proporemos formas espećıficas para a função de onda, baseadas no Ansatz de Bethe e em
considerações semiclássicas. As soluções puramente de espalhamento, ou seja, no caso
onde não há confinamento espacial, serão os componentes básicos para compor a função
de onda estendida. É importante notar que tais componentes dependem de um dos ân-
gulos internos do bilhar triangular. Impondo as condições de contorno de anulamento da
função de onda em x1 = 0 e em x2 = 0 (veja a subseção 4.2.1), obteremos a relação entre
as amplitudes das ondas planas dessa expansão. Aplicamos, então, esse resultado geral




fim da subseção 4.2.6.
4.1 Equação de Schrödinger para Duas Part́ıculas em
Coordenadas e Números de Onda Normalizados
Inicialmente, resolvemos a Equação de Schrödinger para duas part́ıculas movendo-
se sobre uma reta e interagindo por um potencial de curto alcance. Quando elas se
encontram, poderá ocorrer colisão ou transmissão dessas part́ıculas. Em qualquer caso, a
solução obtida será a base para a construção da solução para part́ıculas confinadas, pois,
por ser de curto alcance, a interação das part́ıculas independe da presença das bordas
do potencial confinante da caixa 1D. Em seguida, na subseção seguinte, analisaremos o
caso das part́ıculas confinadas. Para se construir a solução quântica exata, partiremos
do resultado clássico conhecido, que é a indução de um número finito de velocidades pelo
sistema f́ısico para determinadas razões de massas quando se inclui as bordas da caixa
1D.
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4.1.1 Análise da Solução para o Caso de Duas Part́ıculas não
Confinadas
Considere duas part́ıculas de massas m1 e m2 quaisquer. Elas interagem por um
potencial de curto alcance V (q1, q2) = λδ(q1 − q2) na reta, em que λ é a intensidade do











+ λδ(q1 − q2)Ψ(q1, q2) = EΨ(q1, q2). (4.1)
Como posteriormente as part́ıculas serão confinadas em uma caixa 1D, elas interagirão
repetidamente entre si, gerando um conjunto de pares de velocidades, que denominamos
de estados.
Da análise clássica do Caṕıtulo 3, sabemos que cada interação corresponde a uma
reflexão por um ângulo θ dado por θ = 2arctg
√





for racional, o número de estados é finito. Então,
temos uma maneira direta para determinar a função de onda em cada interação entre
as part́ıculas de forma recursiva, associando cada estado normalizado a uma onda plana,










+ 2λ̃δ(x)Ψ(x1, x2) = EΨ(x1, x2), (4.2)
em que
x = x1 sen
θ
2
− x2 cos θ
2
(4.3)
















e E = 2E
2
.
Da definição de coordenada do centro de massa, Q = m1q1+m2q2
M
, também obtemos o
centro de massa em termos de xi,











, ou seja, o
espaço de configuração x-X é o espaço de configuração Ĉ2 rotacionado (veja o Apêndice
F).
Admtindo-se que Ψ(x1, x2) = φ(X)ϕ(x), obtemos duas equações diferenciais ordiná-
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rias,
D2xϕ(x)− 2λ̃δ(x)ϕ(x) + κ2ϕ(x) = 0, (4.5)
D2Xφ(X) +K2φ(X) = 0, (4.6)
em que κ2 = E −K2, κ = kr√
μ
, K = Kcm√
M
, kr é o número de onda relativo e Kcm é o número
de onda do centro de massa.
A solução de cada uma dessas equações diferenciais são analisadas a seguir.
Solução da Eq. (4.5):
Por ser um potencial delta de Dirac, a função ϕ(x) é cont́ınua em x = 0 (ϕ(0+) =
ϕ(0−) = ϕ(0)), mas a sua derivada não o é: integrando a Eq. (4.5) entre −ε e ε e fazendo
o limite ε→ 0, a descontinuidade da derivada de ϕ(x) em x = 0 é
Dxϕ(0+)−Dxϕ(0−) = 2λ̃ϕ(0). (4.7)
O potencial delta de Dirac divide a reta em duas regiões:
Região de incidência de x < 0 para x > 0:
ϕ1(x) =
{
Aeıκx +Be−ıκx, x ≤ 0
Ceıκx, x ≥ 0
. (4.8)
Escrevemos x ≤ 0 (x ≥ 0) em vez de x < 0 (x > 0) porque já estabelecemos a continuidade
da função de onda. Substituindo a Eq. (4.8) em (4.7) e sendo C = A+B (decorrente da
continuidade de ϕ(x) em x = 0), temos
B = RA, R = − ıλ̃
κ+ ıλ̃




em que R e T são os coeficientes de reflexão e transmissão tais que 1 +R = T .
Região de incidência de x > 0 para x < 0:
ϕ2(x) =
{
C′e−ıκx, x ≤ 0
A′e−ıκx +B′eıκx, x ≥ 0
. (4.9)
Procedendo-se de maneira análoga ao caso ϕ1(x), obtemos de ϕ2(x),
B′ = RA′, R = − ıλ̃
κ+ ıλ̃
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Como as part́ıculas serão confinadas em uma caixa 1D, precisaremos das duas soluções
ϕ1(x) e ϕ2(x). Pelo prinćıpio da superposição, ϕ(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) também é uma
solução. Em prinćıpio, deveŕıamos ter escrito ϕ(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x), com ci sendo
coeficientes complexos quaisquer, por parecer mais geral que uma simples soma de ϕ1(x)
e ϕ2(x). Este não é o caso, pois a arbitrariedade requerida para ϕ(x) já está impĺıcita nos
coeficientes A e A′,
ϕ(x) =
{
(eıκx +Re−ıκx)A+ (Te−ıκx)A′, x ≤ 0
(Teıκx)A+ (e−ıκx +Reıκx)A′, x ≥ 0
. (4.10)
Podemos reexpressar a Eq. (4.10), a fim de evidenciar as ondas planas conforme o movi-
mento seja no sentido positivo (para a direita) ou negativo (para a esquerda),
ϕ(x) =
{
Aeıκx + (RA+ TA′)e−ıκx, x ≤ 0
A′e−ıκx + (RA′ + TA)eıκx, x ≥ 0
. (4.11)
Como 1 +R = T , as segundas parcelas da Eq. (4.11) podem ser escritas como




















e usando − ıλ̃
κ





A− 1 + A′
A
)





(A− 1) + 1] eıκx, x ≥ 0 , (4.12)
a qual permanece cont́ınua e com a sua derivada primeira descont́ınua em x = 0, pois é a
soma de duas outras funções com essas propriedades no mesmo ponto. Por isso, manteve-
se x ≤ 0 e x ≥ 0 na Eq. (4.12), como está demonstrado abaixo:
Continuidade: ϕ−(0) = ϕ+(0).
Como A+ A = 2, segue-se que








ou seja, a função ϕ(x) é cont́ınua em x = 0.
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Descontinuidade: Determinando a derivada primeira da Eq. (4.12), obtemos







e da continuidade de ϕ(x) em x = 0, obtemos
Dxϕ(0+)−Dxϕ(0−) = 2λ̃ϕ(0), (4.14)
que é a condição de contorno representando a interação delta de Dirac.







= 1, ϕ(x) é simétrica,
ϕs(x) =
{
Aeıκx + Ae−ıκx, x ≤ 0





= −1, ϕ(x) é antissimétrica,
ϕa(x) =
{
A(eıκx − e−ıκx), x ≤ 0
A(−e−ıκx + eıκx), x ≥ 0
. (4.16)
Para a função de onda simétrica, a Eq. (4.13) é não nula; consequentemente, usando as
Eqs. (4.14) e (4.15), conclui-se que o coeficiente A depende da intensidade λ̃ do potencial;
logo a função de onda ϕ(x) = ϕs(x) é
ϕ(x) =
{
a−(κ)eıκx + a−(−κ)e−ıκx, x ≤ 0
a+(−κ)e−ıκx + a+(κ)eıκx, x ≥ 0
, (4.17)
em que
a−(κ) = 1 +
ıλ̃
κ
= a+(−κ), a−(−κ) = 1 + ıλ̃−κ = a
+(κ),
ou seja, a função de onda tem um valor não nulo em x = 0.
Para a função de onda antissimétrica, a Eq. (4.13) é nula; consequentemente, o
coeficiente A não depende de λ̃ e a função de onda é nula em x = 0.
Assim, como o interesse aqui é a investigação do caso em que o perfil da função de onda
dependa da intensidade de interação do potencial, não usaremos a solução antissimétrica.
A solução antissimétrica será importante apenas para se obter a solução conhecida do
bilhar quadrado, conforme a discussão na subseção 4.2.2.
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Solução da Eq. (4.6):
O movimento do centro de massa dada pela Eq. (4.6) equivale ao movimento livre
de uma part́ıcula no intervalo (−∞,∞) ou, com as condições de contorno apropriadas,
de uma part́ıcula confinada em um poço de potencial infinito de extensão X ∈ [0,√ML],
com números de onda K e −K,
φ(X) = AeıKX +Be−ıKX . (4.18)
Solução Base para o Caso com ϕ(x) Simétrica
O produto das funções dada pelas Eqs. (4.17) e (4.18), juntamente com a imposição
das condições de contorno (continuidade, descontinuidade da derivada primeira e anula-




m2L]), consistirá na solução do




+Ba−(κ)eı(−KX+κx) +Ba−(−κ)eı(−KX−κx), x ≤ 0
Aa+(−κ)eı(KX−κx) + Aa+(κ)eı(KX+κx)+
+Ba+(−κ)eı(−KX−κx) +Ba+(κ)eı(−KX+κx), x ≥ 0
. (4.19)
Para expressar a função de onda Ψ(x1, x2) em termos dos números de onda das par-
t́ıculas imediatamente antes e depois da interação, determinamos antes K and κ. Da
















Além disso, como E = K2 + κ2 = κ21 + κ22, temos






κ = κ1 sen
θ
2
− κ2 cos θ
2
, (4.20)
ou seja, os números de onda de centro de massa e relativo normalizados correspondem
a uma reflexão por um ângulo θ
2
, a mesma regra de troca de momentos em colisões p-p.
Logo, juntamente com as Eqs. (4.3) e (4.4), obtemos
KX + κx = κ1x1 + κ2x2,
KX − κx = (κ1 cos θ + κ2 senθ)x1 + (κ1 senθ − κ2 cos θ)x2 = κ′1x1 + κ′2x2, (4.21)
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de modo que a função de onda fica
Ψ(x1, x2) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩












1x1) + Aa+(κ2, κ1)e
ı(κ2x2+κ1x1)+
+Ba+(−κ2,−κ1)e−ı(κ2x2+κ1x1) +Ba+(−κ′2,−κ′1)e−ı(κ′2x2+κ′1x1), x1 ≥ x2√γ
.
(4.22)
A Eq. (4.22) fornece a função de onda tanto para o movimento do centro de massa asso-
ciado ao número de onda K (ondas planas com coeficiente A), quanto para o movimento
do centro de massa associado ao número de onda −K (ondas planas com coeficiente B).
Note também que cada onda plana está acompanhada por um coeficiente que depende do
número de onda relativo e da intensidade do potencial. No entanto, podemos expressar
esses coeficientes em função de apenas um deles. Considere a função de onda para x1 ≤ x2√γ
e





− κ2 cos θ2
:= a, (4.23)
o coeficiente da onda plana eı(κ1x1+κ2x2); se ela for a onda plana incidente, o número de




a onda plana espalhada, o número de onda κ′ = f3(κ′1, κ
′
2) é tal que κ
′ = −κ, pois as
part́ıculas se afastam entre si. Então, isso significa que f3(−κ′1,−κ′2) = −κ′, ou seja,
f3(−κ′1,−κ′2) = κ; analogamente, temos f3(−κ1,−κ2) = κ′. Portanto, os coeficientes das
ondas planas correspondentes são




−(−κ1,−κ2) = a−(κ1, κ2) = a. (4.25)
Para a função de onda em x1 ≥ x2√γ , as part́ıculas estão em posições trocadas, de
maneira que a razão de massas, entendida como a razão da massa da part́ıcula da esquerda
em relação a da direita, também está trocada, ou seja, γ′ = γ−1. Consequentemente, pela
Eq. (3.8), o parâmetro θ′ = π − θ e o coeficiente a+(κ′2, κ′1) é
a+(κ′2, κ
′





− κ′1 cos θ′2
.
Usando as definições de κ′1 e κ
′










+(−κ2,−κ1) = a, a+(κ2, κ1) = a+(−κ′2,−κ′1) = a,



















1x1), x1 ≥ x2√γ
.
(4.26)




















por conjugação complexa. Dessa forma, a parte da função de onda associada a cada um
desses movimentos do centro de massa são semelhantes, podendo ser usada para evitar a
repetição dos cálculos para os dois movimentos do centro de massa contidos na Eq. (4.22).
Por isso, basta escolhermos uma delas para a definição de solução base. Escolhemos aquela
com coeficiente A,
Ψ(x1, x2) =









1x1) + Aaeı(κ2x2+κ1x1), x1 ≥ x2√γ
. (4.27)
Como as funções de onda φ(X) e ϕ(x) são cont́ınuas, satisfazem a Equação de Schrödinger
e a derivada primeira de ϕ(x) tem a descontinuidade do delta de Dirac, então o mesmo
vale para Ψ(x1, x2) = φ(X)ϕ(x), como está demonstrado no Apêndice G.
A função de onda da Eq. (4.27) fornece a solução básica do problema, pois ela exauri
todos os resultados posśıveis no encontro das part́ıculas em x1 =
x2√
γ
: estando as part́ıculas
na região x1 <
x2√
γ
, com números de onda κ1 e κ2, o centro de massa move-se em um
determinado sentido; após o encontro em x1 =
x2√
γ
, duas coisas podem acontecer: colisão
das part́ıculas, resultando em números de onda κ′1 e κ
′




; ou transmissão das part́ıculas para a região x1 >
x2√
γ
, mantendo os números de
onda κ1 e κ2. Situação semelhante a essa também ocorre se as part́ıculas estivessem
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4.1.2 A Simetria de Reflexão Espacial Contida na Solução Base
da Função de Onda
No caso clássico, vimos que a troca de momentos nas colisões entre as part́ıculas é
uma reflexão por um ângulo θ no espaço de configuração normalizado. Essa propriedade








, x1 ≤ x2√γ








, x1 ≥ x2√γ
. (4.28)
Considerando a função de onda Ψ−(x1, x2), observa-se que uma mudança da onda




2x2) se deve à troca dos momentos em (κ1, κ2)
para os momentos em (κ′1, κ
′
2) via reflexão por um ângulo θ, mantendo o mesmo domı́nio
espacial x1 ≤ x2√γ . Interpretação semelhante se aplica à função de onda Ψ+(x1, x2).
A função de onda Ψ+(x1, x2) pode ser também obtida refletindo o domı́nio espacial
de Ψ−(x1, x2) em relação a x1 = x2√γ a partir da reflexão dos momentos das part́ıculas:
considere o argumento da onda plana eı(κ1x1+κ2x2) da função de onda Ψ−(x1, x2),
κ1x1 + κ2x2. (4.29)
Lembremos que uma transformação de reflexão, em notação complexa, é




2) = (κ1 cos θ + κ2 senθ, κ1 senθ − κ2 cos θ) ⇔
⇔ (κ1, κ2) = (κ′1 cos θ + κ′2 senθ, κ′1 senθ − κ′2 cos θ).
Assim,
κ1x1 + κ2x2 = (κ
′
1 cos θ + κ
′
2 senθ)x1 + (κ
′
1 senθ − κ′2 cos θ)x2,
e reunindo os termos em um mesmo κ′1 e κ
′
2,
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em que x′1 e x
′
2 são as coordenadas refletidas por um ângulo θ,
(x′1, x
′
2) = (x1 cos θ + x2 senθ, x1 senθ − x2 cos θ),




, ou seja, a reflexão dos momentos implica em reflexão espacial.













Então, a função de onda Φ+(x′1, x
′




















que é justamente a função de onda Ψ+(x1, x2), contanto que x
′
i = xi.
4.2 Proposta de Função de Onda: Ansatz de Bethe
Estendido
Propomos aqui uma função de onda do tipo Ansatz de Bethe estendido para descrever
o sistema de duas part́ıculas de massas quaisquer e que interagem por um potencial
delta de Dirac em uma caixa 1D (veja a Fig. 4.1(a)). Se γ for tal que θ
π
é racional,
esse sistema equivale a um bilhar retangular, contendo uma parede permeável em sua
diagonal, formado por dois triângulos retângulos racionais (veja a Fig. 4.1(b)). Essa versão
estendida é constrúıda superpondo soluções base conforme o número de estados clássicos
de pares de estados antes-depois de uma colisão p-p. Por meio das condições de contorno,
investigamos as restrições que impedem uma solução por Ansatz de Bethe quando os
triângulos retângulos são classicamente integráveis (γ = 3). Analisamos também o caso








Considere a solução base, Eq. (4.27), para um par de estados clássicos antes-depois




ı(α(σ)x1+β(σ)x2), x1 ≤ x2√γ
Alale
ı(α(σ)x1+β(σ)x2) + Alale
ı(α(l)x1+β(l)x2), x1 ≥ x2√γ
, (4.32)














Figura 4.1: (a) Sistema quântico de duas part́ıculas quaisquer confinadas em uma caixa
1D de comprimento L. Essas part́ıculas interagem por um potencial V (q1, q2) = λδ(q1 −
q2), colidindo elasticamente ou tunelando entre si em q1 = q2. (b) Bilhar retangular
correspondente ao sistema do item (a). A diagonal é uma parede permeável descrita pelo
potencial V (x) = 2λ̃δ(x), correspondendo ao potencial de interação V (q1, q2). Ψ
−(x1, x2) e
Ψ+(x1, x2) são as funções de onda para x1 ≤ x2√γ e x1 ≥ x2√γ , respectivamente. O parâmetro
mπ
2n
é um dos ângulos agudos dos triângulos retângulos.
para θ
π
racional, l ∈ [1, n] e




− β(l) cos θ
2
. (4.33)
Nesse caso, a expansão da função de onda tem 2n ondas planas; as 2n ondas planas restan-














⎧⎨⎩ Ψ−(x1, x2), x1 ≤
x2√
γ
Ψ+(x1, x2), x1 ≥ x2√γ
,
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na análise de casos particulares de valores de m e n.
No entanto, para se aplicar as condições de contorno de anulamento da função de
onda nas paredes, reorganizamos as ondas planas da Eq. (4.34), expressando-a como uma
superposição de ondas planas em um mesmo ı́ndice l, diferindo apenas em relação aos
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Os coeficientes “A” e “B” devem ser determinados em termos dos coeficientes “a” a
partir das condições de contorno Ψ−(0, x2) = 0 e Ψ+(x1, 0) = 0, como feito por M.
Gaudin (consulte a seção 2.3). As condições Ψ−(x1,
√
m2L) = 0 e Ψ
+(
√
m1L, x2) = 0
serão analisadas para os valores de γ já citados.
4.2.1 Análise das Condições Ψ−(0, x2) = 0 e Ψ+(x1, 0) = 0
A condição de contorno Ψ−(0, x2) = 0 leva-nos aos seguintes sistemas de equações:
S1 =
{
Alal +Bl+mal+m = 0
Al+mal+m +Blal = 0
, l ∈ [1, n−m], (4.37)
S2 =
{
Alal + Al−n+mal−n+m = 0
Blal +Bl−n+mal−n+m = 0
, l ∈ [n−m+ 1, n− 1], (4.38)
S3 =
{
Anan + Amam = 0
Bmam +Bnan = 0
, l ∈ {m, n}, (4.39)
assim como Ψ+(x1, 0) = 0 leva-nos aos sistemas de equações:
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S4 =
{
Alal + Al+mal+m = 0
Blal +Bl+mal+m = 0
, l ∈ [1, n−m], (4.40)
S5 =
{
Alal +Bl−n+mal−n+m = 0
Al−n+mal−n+m +Blal = 0
, l ∈ [n−m+ 1, n− 1], (4.41)
S6 =
{
Anan +Bmam = 0
Amam +Bnan = 0
, l ∈ {m, n}. (4.42)
As equações acima são do tipo
Aa+Bb = 0, (4.43)
cuja solução mais simples é A = ±a e B = ∓b (poderia ser também A = ∓a e B = ±b;
porém, o importante é que A e B tenham sinais opostos). Essa solução é consistente,
pois os coeficientes indeterminados devem ser escritos em termos dos coeficientes al, al+m
e seus complexos conjugados. Sendo assim, as respectivas soluções são:
Solução da S1: {
Al = ±al+m, Bl+m = ∓al
Al+m = ±al, Bl = ∓al+m
, l ∈ [1, n−m], (4.44)
Solução da S2:{
Al = ±al−n+m, Al−n+m = ∓al
Bl = ±al−n+m, Bl−n+m = ∓al
, l ∈ [n−m+ 1, n− 1], (4.45)
Solução da S3: {
An = ±am, Am = ∓an
Bm = ±an, Bn = ∓am
, l ∈ {m, n} (4.46)
e, de forma independente dessas três soluções, temos:
Solução da S4: {
Al = ±al+m, Al+m = ∓al
Bl = ∓al+m, Bl+m = ±al
, l ∈ [1, n−m], (4.47)
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Solução da S5:{
Al = ±al−n+m, Bl−n+m = ∓al
Al−n+m = ±al, Bl = ∓al−n+m
, l ∈ [n−m+ 1, n− 1], (4.48)
Solução da S6: {
An = ±am, Bm = ∓an
Am = ±an, Bn = ∓am
, l ∈ {m, n}. (4.49)
Comparando as soluções válidas em um mesmo intervalo, ou seja, S1 e S4, S2 e
S5, S3 e S6, observamos que elas são iguais, concordando com a simetria de reflexão
contida na solução do tipo Ansatz de Bethe Ψ(x1, x2), como discutido anteriormente.
Por conseguinte, basta determinar os coeficientes apenas em um dos domı́nios x1 ≤ x2√γ
ou x1 ≥ x2√γ . Escolhemos o primeiro e, em vista disso, nos limitemos às soluções S1,
S2 e S3. É importante esclarecer que a ordem dos sinais mostradas nos coeficientes de
mesmo ı́ndice, como Al e Bl, não precisam ser necessariamente opostas. Por exemplo,
na solução S1, os coeficientes são Al = ±al+m e Bl = ∓al+m; isto não significa que
Al = ±al+m ⇒ Bl = ∓al+m, podendo ser posśıvel que Bl = ±al+m. Por isso, mencionamos
anteriormente que os coeficientes “B” são, a menos de um sinal, o complexo conjugado de
“A”. Portanto, é suficiente a análise dos “A” para se determinar todos os coeficientes da
função de onda.
A Análise dos Coeficientes “A” da Eq. (4.36)
Analisamos os coeficientes “A” das Eqs. (4.44)-(4.46), dispondo esses coeficientes em
uma lista, na qual cada uma das soluções S1, S2 e S3 são separadas por uma linha vertical
Al = ±al+m Al = ±al−n+m An = ±am
Al+m = ±al Al−n+m = ±al Am = ±an
l ∈ [1, n−m] l ∈ [n−m+ 1, n− 1] l = n
l +m ∈ [1 +m, n] l − n+m ∈ [1,m− 1] l = m
S1 S2 S3
(4.50)
Como m < n, temos duas possibilidades: ou m ≤ n − m, ou m > n − m, ou seja,
m ∈ [1, n−m] ou m ∈ [n−m+1, n−1], o que significa que os resultados diferem conforme
o domı́nio que o inteiro m estiver.
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1) m ∈ [1, n−m]
Neste caso, m está no domı́nio das soluções S1 sempre que 2m ≤ n. A lista1 expĺıcita
dos coeficientes é
A1 = a1+m ... Am = a2m Am+1 = a2m+1 ... An−m = an
A1+m = a1 ... A2m = am A2m+1 = am+1 ... An = an−m
An−m+1 = a1 ... An−1 = am−1 An = am
A1 = an−m+1 ... Am−1 = an−1 Am = an
(4.51)
Os sinais dos coeficientes estão omitidos por uma questão de simplicidade de notação.
A lista acima revela que há coeficientes “A” de mesmo ı́ndice nas duas linhas, mas
iguais a coeficientes “a” diferentes. Isso compromete a solução base dada pela Eq. (4.32),
no qual o“A” é o mesmo para o par de ondas planas incidente e espalhada, uma consequên-
cia da suposição de separabilidade da função de onda Ψ(x1, x2) = φ(X)ϕ(x). Para resolver
esse problema, supomos que “A” seja o produto desses dois coeficientes “a” diferentes.
No caso S1, há m coeficientes da primeira linha que correspondem a m coeficientes
da segunda linha em S2 e S3: conforme (4.50), os coeficientes da primeira linha são
Al = al+m e da segunda linha, em S2, é Al′−n+m = al′ . Para que Al = Al′−n+m, devemos
ter que l′ = l + n − m; assim, Al′−n+m = al+n−m. Ora, como al+m = al+n−m, redefinimos
Al = al+mal+n−m, com l ∈ [1,m−1]. O coeficiente da primeira linha Am = a2m corresponde
ao Am = an da segunda linha em S3. Logo, Am = a2man.
Resta, então, n − m coeficientes da primeira e segunda linha em S1: seja Al = al+m
o coeficiente da primeira linha e Al′+m = al′ o coeficiente da segunda linha; para que
Al = Al′+m, devemos ter l
′ = l − m, de modo que Al′+m = al−m. Como al−m = al+m,
redefinimos Al = al+mal−m.
Com racioćınio análogo, no qual toma-se dois coeficientes quaisquer de linhas diferen-
tes, impondo a igualdade dos seus ı́ndices, obtemos os coeficientes Al da primeira linha
em S2 e S3. O resultado geral, com os sinais expĺıcitos, são
Al =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
±al+mal+n−m, l ∈ [1,m]
±al+mal−m, l ∈ [m+ 1, n−m]
±al+m−nal−m, l ∈ [n−m+ 1, n− 1]
±aman−m, l ∈ {n}
. (4.52)
1Como não há espaço suficiente, foi necessário dividir a lista em duas partes, uma superior e outra
inferior.
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De maneira análoga, obtemos os coeficientes da segunda linha procurando os coefici-
entes correspondentes da primeira linha,
Al+m =
{
±al+2mal, l ∈ [1, n− 2m]
±al+2m−nal, l ∈ [n− 2m+ 1, n−m]
, (4.53)
Al−n+m = ±alal−n+2m, l ∈ [1 + n−m, n]. (4.54)
2) m ∈ [n−m+ 1, n− 1] ∪ {n}
Neste intervalo, o inteiro m está no domı́nio das soluções S2 sempre que 2m > n. A
lista expĺıcita dos coeficientes é
A1 = a1+m ... An−m = an
A1+m = a1 ... An = an−m
An−m+1 = a1 ... Am = a2m−n ... An−1 = am−1 An = am
A1 = an−m+1 ... A2m−n = am ... Am−1 = an−1 Am = an
Com o mesmo racioćınio do item 1), obtemos
Al =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
±al+mal+n−m, l ∈ [1, n−m]
±al−n+mal+n−m, l ∈ [n−m+ 1,m− 1] ∪ {m}




±alal−n+2m, l − n+m ∈ [1, n−m]
±alal−2(n−m), l − n+m ∈ [n−m+ 1,m− 1]
, (4.56)
Al+m = ±alal+2m−n, l ∈ [1, n−m]. (4.57)
Esses coeficientes possuem uma arbitrariedade de sinais. Em prinćıpio, para fixá-los,
usamos o seguinte critério:
Critério do Limite (CL): A função de onda de um bilhar retangular com parede per-
meável em sua diagonal se reduz à função de onda de um bilhar triângulo retângulo no
limite infinito da intensidade do potencial.
Para se aplicar esse critério, é necessário conhecer analiticamente a função de onda
para bilhares triângulo retângulo, o que não representa dificuldade para aqueles que são
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integráveis. No entanto, esse não é o caso para bilhares triângulo retângulo pseudointe-
gráveis, pois não há uma função de onda do tipo Ansatz de Bethe para eles, impedindo
a aplicabilidade do CL. Na seção 4.2.6, discutimos os detalhes dessas restrições, relacio-
nadas com a arbitrariedade dos sinais dos coeficientes e a impossibilidade de se ter uma
condição de quantização consistente.
Uma vez que os sinais dos coeficientes estão estabelecidos, é preciso verificar se o
anulamento da função de onda nas paredes está mantido, pois os coeficientes Al foram
modificados. Caso não seja, os coeficientes “A” e “B” devem ser reexpressos em termos de
outros coeficientes “a” na tentativa da função de onda se anular nas paredes. A continui-
dade da função de onda é garantida em x1 =
x2√
γ
, contanto que os Al modificados estejam
de acordo com a Eq. (4.35).
Nas próximas seções, aplicamos esses resultados para dois casos integráveis, γ = 1 e
γ = 3, e para o caso pseudointegrável, γ =
√
2+1√
2−1 , no qual mostramos como deveria ser a
função de onda se ignorássemos as restrições mencionadas acima.
4.2.2 Função de Onda para γ = 1
Este caso corresponde ao bilhar quadrado com uma parede permeável em sua diagonal,
ou seja, é formado por dois triângulos retângulos isósceles classicamente integráveis. Como
γ = 1, segue-se que m = 1 e n = 2. Substituindo esses valores na Eq. (3.23), obtemos os
momentos normalizados das part́ıculas,
α(1) = α, β(1) = β, α(2) = β, β(2) = α,
em que 0 < β < α. Substituindo esses inteiros na Eq. (4.36), a função de onda corres-
pondente é



















































l=n [...] = 0. Esse resultado é coerente com o fato de o conjunto
de soluções S2 não existir, pois o domı́nio de l é [n, n − 1] = ∅, ou seja, para todos os
casos em que m = 1, a expansão da função de onda é mais simples.
Como mencionado anteriormente, o coeficiente “A” é igual a dois coeficientes “a” di-
ferentes no mı́nimo, um de cada linha da lista e os coeficientes podem ser determinados
(parcialmente) pelas Eqs. (4.52)-(4.54); no entanto, isso não acontece para n = 2: con-
forme o critério 2m ≤ n, a lista adequada é a (4.51), de modo que
A1 = ±a2 A2 = ±a1
A2 = ±a1 A1 = ±a2
(4.59)
ou seja, um dado “A” é igual a um mesmo “a”, não importando a linha da lista que ele
esteja. Consequentemente, a solução base da função de onda, Eq. (4.32), é preservada,
como deveria ser.
Pelos coeficientes A1 = ±a2 e A2 = ±a1, obtemos B1 = ±a2 e B2 = ±a1. Em vista
da ambiguidade de sinais, usamos o CL para fixá-los: para λ̃ → ∞, a função de onda
acima deve se reduzir àquela de um bilhar triângulo retângulo isósceles (tri) [134],
Ψtri(x1, x2) = −4
(
sen(αx1) sen(βx2)− sen(βx1) sen(αx2)
)
,
em que α = rπ√
mL
e β = sπ√
mL
, r = s.
















































sen(αx1) sen(βx2)− sen(βx1) sen(αx2)
) ⎫⎬⎭ .
Considerando A1 = a2, para que os limites das Eqs. (4.60)-(4.63) sejam satisfeitos,














































Perceba que, de fato, Ψ−(0, x2) = Ψ+(x1, 0) = 0. Além disso, verificamos a preservação






















































na qual os termos entre parênteses são iguais para cada onda plana de Ψ−(x1, x2) e
Ψ+(x1, x2), ou seja, Ψ
−(x1, x1) = Ψ+(x1, x1).
Aplicando as condições de contorno Ψ−(x1,
√
mL) = 0 e Ψ+(
√
mL, x2) = 0 na Eq.
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Sendo eı2β
(l)√mL = eı(2β





mos as equações de Bethe, para termos a quantização sobre os β(l),
β(l)
√











em que λ̂ = λ̃
√
2, r(1) = s e r(2) = r. Essa equação é compat́ıvel com a Eq. (2.34) e, por
conseguinte, com os autovalores de energia. Por ser uma equação transcendental, esses
autovalores são determinados apenas numericamente.
De posse agora da função de onda e das condições de quantização para o bilhar
quadrado com parede permeável em sua diagonal, podemos recuperar a função de onda
para o bilhar triângulo retângulo isósceles, como um tipo de “prova real”2: aplicando o









































:= Ψ−(x1, x2) finito.







= EΨ(x1, x2), (4.68)




(r2 + s2). (4.69)
As Eqs. (4.67) e (4.69) concordam com a função de onda e os autovalores de energia
determinados por H. C. Schachner e G. M. Obermair em [134]. Além disso, a Eq. (4.69)
mostra que o quadrado dos números quânticos são comensuráveis entre si, ou seja, temos
explicitamente um caso demonstrando a inexistência da constante c irracional da Eq.
(2.6), ou seja, é previśıvel que a distribuição dos ńıveis de energia próximos não siga uma
distribuição Poisson, como discutido na subseção 2.1.4.
2Remete-se aqui à prova real usada em operações aritméticas, nas quais usa-se uma operação aritmética
contrária para verificar o resultado da operação original.
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Tendo em vista a Eq. (4.67), podemos expressar a Eq. (4.64) em termos de funções
seno; para isso, basta inserir as Eqs. (4.65) em (4.64),




























a qual preserva a simetria da função de onda, Ψ+(x2, x1) = Ψ
−(x1, x2), da Eq. (4.64) (os
termos deslocados à direita pertencem a mesma linha do termo posicionado à esquerda).
Essa forma alternativa é interessante por ser mais compacta e apresentar uma semelhança
visual com a função de onda do bilhar triângulo retângulo isósceles.
Outra situação importante ocorre quando não há mais a parede permeável na diagonal
do quadrado, no qual λ̃ = 0; consequentemente, de acordo com a Eq. (4.33), todos os
coeficientes das ondas planas reduzem-se a 1 e a função de onda da Eq. (4.64) torna-se
Ψ(x1, x2) = −4
(
sen(αx1) sen(βx2) + sen(βx1) sen(αx2)
)
, (4.70)
em que α = rπ√
mL
e β = sπ√
mL
, com r = s, conforme a Eq. (4.66). Também notamos que
a solução t́ıpica de um bilhar retangular tem a forma sen(αx1) sen(βx2), ao passo que,
na Eq. (4.70), temos dois termos nesta forma. Isto se dá porque temos maior interesse
em λ = 0 e, por isso, não usamos os termos de base que são antissimétricos (veja a Eq.
(4.16)). Ao inclúı-los, recuperamos corretamente a solução tradicional (veja a discussão
no final da seção 4.2.2).
A Fig. 4.2 ilustra o perfil da densidade de probabilidade |Ψ(x1, x2)|2 para seis valores
diferentes de λ̂ e para um par espećıfico de números quânticos (r, s) = (2, 3). Quanto mais
clara estiver uma região no bilhar, mais provável será encontrar a part́ıcula nessa região.
A Fig. 4.2(a) exemplifica a |Ψ(x1, x2)|2 obtida da Eq. (4.70), na qual observamos que é
mais provável encontrar a part́ıcula nas proximidades dos vértices opostos da diagonal do
quadrado, onde havia a parede permeável. A esses máximos, chamamos de máximos prin-
cipais. Há também as regiões menos claras, que chamamos aqui de máximos secundários.
À medida que se aumenta a intensidade do potencial, as Figs. 4.2(a)-(f) mostram que os
máximos principais separam-se simetricamente e esmaecem; ao mesmo tempo, as regiões
menos claras tornam-se mais claras, ou seja, a densidade de probabilidade aumenta nes-
sas regiões dos máximos secundários. No entanto, os máximos secundários não se tornam
máximos principais e os principais, em secundários. O que se observa na Fig. 4.2(f) é






Figura 4.2: Gráficos das densidades de probabilidade |Ψ(x1, x2)|2 não normalizadas para
um bilhar quadrado de lados unitários e com uma parede permeável na diagonal em
x2 = x1. Para um par de números quânticos (r, s) = (2, 3), ilustramos |Ψ(x1, x2)|2 em
função do valor da intensidade do potencial: (a) λ̂ = 0; (b) λ̂ = 0, 1; (c) λ̂ = 1; (d) λ̂ = 10;
(e) λ̂ = 100; (f) λ̂ = 1000; (g) λ̂ = 0 (veja texto).
uma tendência dos máximos de probabilidade terem a mesma amplitude. A região escura
nesses gráficos, principalmente ao longo da diagonal do quadrado, não é necessariamente
nula, pois a permeabilidade da parede é finita. Isso acontece porque a amplitude da fun-
ção de onda na diagonal é muito menor que a amplitude dos máximos viśıveis (regiões
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claras). Apenas no limite λ̃ → ∞ a amplitude na diagonal será nula e a morfologia da
função de onda será de dois bilhares triângulo retângulo isósceles.
A Fig. 4.2(g) mostra a densidade de probabilidade da função de onda para o qua-
drado, com os mesmos números quânticos (r, s) = (2, 3). Ora, a Fig. 4.2(a) também é
a representação de uma função de onda para o quadrado, pois λ̂ = 0. Para entender
essa diferença, lembremos que a Eq. (4.70) é o resultado da descrição do problema de
duas part́ıculas interagentes por um potencial delta de Dirac; sendo assim, o problema
é não separável, no sentido que Ψ(x1, x2) = Ψ1(x1)Ψ2(x2); em vez disso, supomos que
Ψ(x1, x2) é o produto entre uma função de onda na coordenada do centro de massa e uma
na coordenada relativa. A função de onda completa, então, é a superposição de todas
as ondas planas associadas aos momentos gerados pela interação. No caso de massas
iguais, há apenas duas possibilidades de troca de momentos, correspondendo a uma sim-
ples permutação, levando a uma função de onda simétrica. Para o caso de part́ıculas não
interagentes, a função de onda continua sendo simétrica, como dada pela Eq. (4.70). Isso
concorda com a indistinguibilidade de bósons idênticos [177]. Por outro lado, a função de
onda da Fig. 4.2(g) é obtida do problema quântico de uma part́ıcula confinada em uma
caixa 2D quadrada, que é um problema separável ψ(x1, x2) = ψ1(x1)ψ2(x2) [178], o qual,
para o nosso caso espećıfico, é
ψ(x1, x2) = C sen(2x1) sen(3x2), (4.71)
em que C é uma constante de normalização. Desse modo, interpretando esse problema
como equivalente a de duas part́ıculas não interagentes em 1D, essa solução está descon-
siderando a indistinguibilidade de part́ıculas quânticas. Ainda assim, a Eq. (4.71) pode
ser obtida da Eq. (4.70) acrescentando-se a solução antissimétrica
Ψa(x1, x2) = −4
(
sen(αx1) sen(βx2)− sen(βx1) sen(αx2)
)
,
em que Ψa(x1, x2) = ϕa(x)φ(X), com ϕa(x) e φ(X) dada pelas Eqs. (4.16) e (4.18).
Portanto, como obtemos a função de onda cont́ınua e anulando-se nas paredes em
ambos os domı́nios, temos a solução completa por Ansatz de Bethe para o bilhar quadrado
com parede permeável.
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4.2.3 Função de Onda para γ = 3
O bilhar correspondente é um retângulo com parede permeável, com 0 ≤ x1 ≤ 1L e
0 ≤ x2 ≤
√
3L (veja a Fig. 4.1(b)). Para este caso, m = 2 e n = 3, e a função de onda é














































































em que, pela Eq. (3.23),



















Como os inteiros m = 2 e n = 3 satisfazem o critério 2m > n, os coeficientes “A” são
determinados pelas Eqs. (4.55)-(4.57), dando
A1 = ±a2a3, A2 = ±a1a3, A3 = ±a1a2,
e consequentemente,
B1 = ±a2a3, B2 = ±a1a3, B3 = ±a1a2.
Observação: Note que alguns intervalos de l das Eqs. (4.55) e (4.56) são vazios para o
nosso caso particular, pois [n−m+1,m−1] = [2, 1], [m+1, n−1] = [3, 2] e [n−m+1,m−1] =
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[2, 1]. Logo, [n−m+ 1,m− 1] ∪ {m} = {m} e [m+ 1, n− 1] ∪ {n} = {n}.





= Ψth(x1, x2) seja a função de onda para o bilhar triângulo hemiequilá-
tero (th) [134], em que









com α(1) = rπ
L
, β(1) = r−2s√
3L
π, α(2) = sπ
L
, β(2) = 2r−s√
3L
π, α(3) = r−s
L
π, β(3) = r+s√
3L
π; os inteiros




















































Fixando A1 = a2a3, os limites dados pelas Eqs. (4.77)-(4.82) conduzem a A2 = −a3a1,
















































































A função de onda Ψ−(x1, x2) satisfaz a condição Ψ−(0, x2) = 0, pois os coeficientes das
ondas planas correspondentes aos estados (−ε1α(l), ε2β(l)) e (ε1α(l), ε2β(l)) são simétricos,
ou seja, eles têm o mesmo módulo, mas sinais diferentes.
Já a função de onda Ψ+(x1, x2) não satisfaz a condição de contorno Ψ
+(x1, 0) = 0,




anulam quando x2 = 0, pois resultam na soma de coeficientes complexos al+al que nunca
é nula; logo, a função de onda Ψ(x1, x2) acima não descreve o nosso sistema.
Embora a Eq. (4.83) não satisfaça a condição Ψ+(x1, 0) = 0, ela é cont́ınua em
x2 =
√















































































Essa verificação é importante porque os coeficientes “A” foram redefinidos pelo CL.
Consideremos, agora, as condições de contorno Ψ−(x1,
√
3L) = 0 e Ψ+(1L, x2) = 0.
A função de onda Ψ−(x1, x2) não satisfaz Ψ−(x1,
√
3L) = 0 para valores finitos de λ̃:
considerando pares de estados (ε1α
(l), ε2β
(l)) e (ε1α
(l),−ε2β(l)), quando x2 =
√
3L, obtemos
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Pelas definições de α(l) e β(l) das Eqs. (4.73)-(4.75) em função de α e β, notamos, por
exemplo, que
β(1) = β(2) − β(3),
















que é verdadeiro apenas para λ̃ → ∞. Isso significa que a condição de quantização


























com q(l) um inteiro, não é consistente. Além disso, ao contrário da condição de quantização
para γ = 1, na qual as duas equações transcendentais estão acopladas, as Eqs. (4.88),
com l ∈ {1, 2, 3}, tem α(1) como um termo livre. A condição de quantização de α(l) é















Aplicando as definições de α(l) e β(l) dada pelas Eqs. (4.73)-(4.75), constata-se, por
exemplo, que















Conclusão análoga se tem para α(2) = α(1) − α(3) e α(3) = α(1) − α(2). Isso significa que
existe uma condição de quantização consistente para α(l), formalmente semelhante àquela
para γ = 1; contudo, como nem sequer Ψ+(x1, 0) = 0, não há sentido explicitá-la aqui.
Assim como feito para γ = 1, realizamos também a“prova real”para γ = 3: aplicando
o limite λ̃ → ∞ nas Eqs. (4.85), as equações de Bethe reduzem-se a eı2β(l)
√
3L = 1, para
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todo l ∈ {1, 2, 3}; usando as definições das Eqs. (4.73)-(4.75), obtemos os mesmos α(l)





Ψ−(x1, x2) finito, obtemos






































Aplicando a Eq. (4.90) na equação de Schrödinger, Eq. (4.68), determinamos os autova-




(r2 − rs+ s2). (4.91)
Ambas as Eqs. (4.90) e (4.91) são equivalentes à função de onda e os autovalores de energia
calculados por H. C. Schachner e G. M. Obermair em [134]. A Eq. (4.91) mostra que as
três parcelas contendo os números quânticos são quantidades inteiras, ou seja, os ńıveis
de energia são comensuráveis entre si, apesar dos catetos,
√
3L e 1L, do bilhar triângulo
hemiequilátero serem incomensuráveis; assim, também não existe uma constante irracional
c semelhante a da Eq. (2.6); portanto, a distribuição dos ńıveis de energia vizinhos não
será Poisson, como o primeiro gráfico da primeira linha da Fig. 5.8 demonstra.
A inconsistência da função de onda para λ̃ finito também permanece para λ̃ = 0, pois
a Eq. (4.83) se reduz a
Ψ(x1, x2) = 4ı[ sen(α
(1)x1) cos(β
(1)x2)− sen(β(2)x1) cos(α(2)x2)− sen(α(3)x1) cos(β(3)x2)],
diferente do esperado de uma generalização ingênua da função de onda para γ = 1, Eq.
(4.70), que seria uma superposição de três produtos de funções senos,











−1 e eı2α(l)L = 1, respectivamente. No entanto, o resultado eı2β(l)
√
3L = −1, para todo
l ∈ {1, 2, 3} contraria a Eq. (4.86), pois temos a contradição −1 = 1. Isso significa que a
condição de quantização dada pela Eq. (4.88) nem mesmo vale para λ̃ = 0.
Portanto, a construção acima de uma solução do tipo Ansatz de Bethe é consistente
com as condições de contorno apenas para a Ψ−(x1, x2) no limite infinito de intensidade
do potencial de interação.
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Há outras abordagens anaĺıticas posśıveis para resolver o problema original que tam-
bém falharam; ainda assim, elas foram importantes para um entendimento profundo das
limitações da aplicabilidade de funções de onda do tipo Ansatz de Bethe. Essas abordagens
são tratadas na subseção 4.2.5.
4.2.4 Breve Descrição do Cálculo Numérico do Caso γ = 3 e
Algumas Soluções Espećıficas
Como não é posśıvel uma solução anaĺıtica do tipo Ansatz de Bethe, com a colaboração
do Prof. Dr. Fábio M. Zanetti, geramos a função de onda numericamente para γ = 3 (e
também para γ =
√
2+1√
2−1 , mostrada no fim da subseção 4.2.6) em função da intensidade
λ̂ do potencial pelo Método de Contorno de Parede (MCP), ou Boundary Wall Method.
Esse método foi desenvolvido por M. G. E. da Luz, A. S. Lupu-Sax e E. J. Heller [179]
para resolver o problema de espalhamento quântico por contornos arbitrários, abertos ou
fechados, e aprimorado posteriormente para a obtenção da função de onda em bilhares por
F. M. Zanetti, E. Vicentini e M. G. E. da Luz [180]. Especificamente falando, o problema
que o MCP resolve é o de espalhamento de uma função de onda de part́ıcula livre φlivre(r)
por um obstáculo Cob, com uma forma geométrica qualquer. Para se obter a função de
onda espalhada, usamos a equação integral de espalhamento [177], que é uma solução da





r− r(s))ds, em que
λ é a intensidade do potencial sobre o obstáculo e r(s) é o vetor posição em um ponto s de
Cob. Esse potencial garante que a interação da função de onda da part́ıcula seja apenas nos
pontos pertencentes ao obstáculo e compat́ıvel com a condição de contorno de Dirichlet3.
Além disso, sendo T−1λ (sb, sa) ≡ δ(sb−sa)−λG0(r, r(sb)), em que G0(r, r(sb)) é a função de
Green da part́ıcula livre, e considerando o limite T(sb, sa) = − limλ→∞ λTλ(sb, sa) para se
garantir a condição de contorno de Dirichlet, a função de onda espalhada pelo obstáculo
em qualquer ponto do espaço é [181]





G0 (r, r (sb))T(sb, sa)φ (r (sa)) dsbdsa,
(4.92)
ou seja, essa função de onda fornece os estados de espalhamento (região externa ao
obstáculo impenetrável) e os autoestados do obstáculo (região interna). A função φT(r)
pode ser interpretada como sendo o resultado de “fontes pontuais” ao longo do obstáculo
Cob, agindo como uma“frente de onda”. Assim, cada posição sb propaga-se livremente até
3Condição de Contorno de Dirichlet estabelece que a função de onda deve ser nula na superf́ıcie do
obstáculo.














Figura 4.3: Interpretação do processo de espalhamento na região (a) interna e (b) externa
de um bilhar. A função φT(r) é o resultado da soma de todas as contribuições sa para
gerar uma “fonte pontual” em sb via ação da função de Green G0 := G0(r, r(sb)) e, por
sua vez, a soma de cada “fonte pontual” sb, propagada por T := T(sb, sa), determina uma
contribuição pontual em r para compor a função de onda espalhada.
a posição r por meio da função de Green G0(r, r(sb)). Mas, cada posição sb é originária de
uma onda incidente φlivre(r) espalhada por todo o obstáculo; então, para uma posição sa,
T(sb, sa) propaga φ(r(sa)) à posição sb, de maneira que as somas das posições sa contribuem
para cada sb, funcionando como uma fonte pontual. Se o obstáculo for um contorno
fechado, temos um bilhar, cuja função de onda existirá, contanto que o formato e a
energia da função de onda incidente φlivre(r) seja compat́ıvel com o bilhar; do contrário, a
função de onda será nula na região interna. A Fig. 4.3 ilustra essa interpretação para as
regiões interna e externa do bilhar. Assim, para determinar a função de onda espalhada,
basta calcular T(sb, sa) sobre o contorno Cob do bilhar. A discretização do contorno Cob
e da Eq. (4.92) permite a implementação numérica para o cálculo da função de onda
de qualquer bilhar. Essa é uma descrição simplificada e qualitativa do MCP usado para
gerar os gráficos de densidades de probabilidade das Figs. 4.4 e 4.10. Para detalhes,
consulte [180,181].
A Fig. 4.4 mostra as densidades de probabilidades obtidas numericamente por MCP.
Como o bilhar é um retângulo, a função de onda incidente deve ter uma energia E con-
dizente com as autoenergias de um bilhar retangular e, para isso, deve ser também, uma




x2x2) pois, do contrário, não teŕıamos uma so-
lução no interior do bilhar. Por isso, na Fig. 4.4(a), temos para λ̂ = 0, 01 uma função de
onda com a morfologia predominantemente de um bilhar retangular. Isso condiz com a
interpretação do problema como um sistema 1D de duas part́ıculas confinadas distingúı-
veis. À medida que se aumenta λ̂, diminui-se a permeabilidade da parede, granulando-se
o perfil da função de onda, Fig. 4.4(b), até que a função de onda adquira uma morfologia





Figura 4.4: Gráficos das densidades de probabilidade |Ψ(x1, x2)|2 normalizadas, via MCP,
para um bilhar retangular com uma parede permeável em x2 =
√
3x1. Para o par de
números quânticos (r, s) = (13, 5), ilustramos |Ψ(x1, x2)|2 em função dos valores de λ̂, em
que λ̂ = 2λ̃: predomina-se o perfil de autoestados de um bilhar retangular para valores
relativamente pequenos de λ̂, (a) e (b); à medida que se aumenta λ̂, a morfologia muda
para autoestados de dois bilhares hemiequiláteros. Esta figura é uma contribuição do
Prof. Dr. Fábio M. Zanetti.
predominantemente de dois triângulos hemiequiláteros, Figs. 4.4(c) e (d). Para λ̂ = 10,
já é posśıvel observar a diagonal separando as duas partes triangulares, significando que
a amplitude da função de onda lá é relativamente muito pequena, mas ainda não nula.
4.2.5 Abordagens Anaĺıticas Alternativas na Tentativa de Ob-
tenção da Função de Onda para γ = 3
Apresentamos aqui três abordagens alternativas para se obter a função de onda para
γ = 3:
 O completamento de coeficientes das ondas planas: embora a função de onda preserve a
continuidade sobre a diagonal do bilhar retangular e a condição de contorno do potencial
delta de Dirac, a função de onda pode não se anular nas paredes. Então, na tentativa de
recuperar esta propriedade, redefinimos recursivamente os coeficientes “A” em termos dos
“a”;
 A construção da função de onda via simetria de reflexão invertida: o bilhar retangular
é formado por dois triângulos hemiequiláteros, sendo que um deles deve ser refletido
especularmente em relação à hipotenusa, seguida de uma segunda reflexão em relação a
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um eixo perpendicular à hipotenusa que passa pelo seu ponto médio; assim, aplicamos
essa transformação nas coordenadas da função de onda já válida em um dos domı́nios;
 A construção da função de onda via simetria especular: a reflexão especular de um
triângulo retângulo em relação à hipotenusa gera um quadrilátero em forma de pipa
(kite). Aplicamos, então, essa transformação na função de onda previamente conhecida,
para se ter a função de onda no domı́nio refletido.
Estas abordagens serão aplicadas para se obter a função de onda Ψ+(x1, x2), pois a
Ψ−(x1, x2) já se anula nas paredes, mesmo sabendo que não é posśıvel estabelecer uma
condição de quantização para valores finitos de intensidade do potencial de interação.
1) O completamento de coeficientes das ondas planas
Considere a função de onda Ψ+(x1, x2) expandida em pares de ondas planas antes-
depois de uma colisão p-p, como na Eq. (4.84),
Ψ+(x1, x2) = (...a3a2)(a2a3)a1e
ı(−α(2)x1+β(2)x2) + (...a2)(a2a3)a1eı(α
(1)x1+β(1)x2)+
+( )(−a2a3)a1eı(−α(1)x1−β(1)x2) + ( )(−a2a3)a1eı(α(2)x1−β(2)x2)+







+ ( )(−a1a2)a3eı(α(3)x1−β(3)x2) + ( )(−a1a2)a3eı(−α(1)x1+β(1)x2). (4.93)
Os espaços vazios entre os parênteses correspondem às ondas planas que não foram ne-
cessárias para a análise aqui, de maneira que a conjugação complexa é suficiente para
preenchê-las ocasionalmente.
No presente caso, a função de onda já apresenta uma expansão finita utilizando-se com-
binações de 6 coeficientes“a”dispońıveis, mas ainda insuficientes para se ter Ψ+(x1, 0) = 0.
Devemos lembrar que essas combinações foram obtidas através de duas condições:
Condição I (CI): o anulamento de duas ondas planas apropriadas de mesmo ı́ndice l,
conforme Eq. (4.43);
Condição II (CII): a preservação da solução base dada pela Eq. (4.27).
O objetivo aqui é aplicar recursivamente as duas condições acima na Eq. (4.93), a fim
de conciliá-las, como ocorreu para γ = 1 e, parcialmente, para Ψ−(x1, x2), por causa da
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inconsistência da condição de quantização.
Para a nossa análise, estabelecemos três convenções:
1) Quando nos referirmos ao anulamento das funções de onda, fica subentendido que ela
ocorre em x2 = 0, como explicado na seção 4.2.1.
2) As menções “destaque em (cor)” remete sempre à Eq. (4.93).
3) Após a Eq. (4.94), omitimos os sinais dos coeficientes gerados por CI na análise por
uma questão de simplicidade de notação, não sendo relevantes, por ora, para o nosso
objetivo aqui. Subentende-se, então, que eles têm sinais diferentes.
Escolhamos o par de ondas planas eı(α
(1)x1−β(1)x2) e eı(α
(1)x1+β(1)x2) da Eq. (4.93); a
imposição do anulamento delas resulta em a2+a2 = 0, que é falso. Para que elas realmente
se anulem, recorremos à CI, de modo que
A(a2a3a1) + B(a2a1a3) = 0 ⇒ A = ±a2, B = ∓a2, (4.94)
ou seja, devemos incluir a2 nos coeficientes de e
ı(α(1)x1+β(1)x2) e a2 nos coeficientes de
eı(α
(1)x1−β(1)x2) (destaque em vermelho).
As ondas planas eı(α
(1)x1+β(1)x2) e eı(−α
(2)x1+β(2)x2) são um par antes-depois de uma
colisão p-p e, pela condiçãoCII, inclúımos a2 (destaque em vermelho) em seus coeficientes;
por sua vez, esta onda plana deve se anular com a eı(−α
(2)x1−β(2)x2); para isso, é insuficiente
a inclusão do fator a2 em seus coeficientes, pois o anulamento delas resulta em a3+a3 = 0.
Por CI, precisamos inserir a3 (destaque em azul) nos coeficientes de e
ı(−α(2)x1+β(2)x2) e a3
(destaque em azul) aos coeficientes de eı(−α
(2)x1−β(2)x2). Como seu par antes-depois de uma
colisão p-p é a onda plana eı(−α
(3)x1−β(3)x2), inclúımos nela a3a2 por CII.
Agora, para que eı(−α
(3)x1−β(3)x2) se anule com a eı(−α
(3)x1+β(3)x2), por CI, inserimos
a1 (destaque em verde) nos coeficientes de e
ı(−α(3)x1−β(3)x2) e a1a3a2 (destaque em verde)
nos coeficientes de eı(−α
(3)x1+β(3)x2); sendo eı(α
(1)x1−β(1)x2) o seu par antes-depois de uma
colisão p-p, por CII, completamos os coeficientes com a2 (destaque em vermelho) e a1a3a2
(destaque em azul), respectivamente.
Desse modo, a análise acima é a descrição do seguinte ciclo,
eı(α
(1)x1−β(1)x2) → eı(α(1)x1+β(1)x2) → eı(−α(2)x1+β(2)x2) → eı(−α(2)x1−β(2)x2) →
eı(−α
(3)x1−β(3)x2) → eı(−α(3)x1+β(3)x2) → eı(α(1)x1−β(1)x2), (4.95)
gerado pela alternância de CI e CII.
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O ciclo (4.95) iniciou com a onda plana eı(α
(1)x1−β(1)x2) com amplitude (a2a1)a3 e
terminou com amplitude (a1a3a2a2)(a2a1)a3 = |a1|2|a2|2a2a23; além disso, para iniciar o
segundo ciclo, deve ocorrer a inclusão de a3, em decorrência de CI e CII, indicando que
essas duas condições nunca serão conciliadas e, consequentemente, o ciclo (4.95) é infinito.
Observando as amplitudes da onda plana eı(α
(1)x1−β(1)x2), por exemplo, percebe-se um efeito
acumulativo de potências de al e al, levando à geração de expressões polinomiais (1+ ıX)
g,
cujo grau g é proporcional ao número de recursões do processo de completamento. A
expansão dessas formas polinomiais levam a uma grande variedade de superposições das
12 ondas planas de Ψ+(x1, x2). Como o grau g pode ser qualquer quantidade finita, temos
um comportamento similar ao definido pela Conjectura de Berry [182, 183], que afirma
que em sistemas quanticamente caóticos, a função de onda do sistema é bem descrita por
uma superposição aleatória de ondas planas. Apesar da superposição recorrente ser para
um conjunto finito de ondas planas não aleatórias, acreditamos que esse é um ind́ıcio da
não integrabilidade da função de onda analisada aqui. Devemos lembrar que a função
de onda Ψ+(x1, x2) é parte da função de onda Ψ(x1, x2) da Eq. (4.84), ou seja, todas as
operações realizadas aqui devem ser feitas também para Ψ−(x1, x2), a fim de se preservar
a continuidade e as condições de contorno que definem a interação delta de Dirac e o
anulamento da função de onda nas paredes do bilhar retangular.
2) Construção da função de onda via simetria de reflexão invertida
O bilhar retangular para γ = 3 está representado na Fig. 4.5(a). Ela mostra que
a região triangular para
√
γx1 ≥ x2 não é imagem especular da região √γx1 ≤ x2 e,
assim, não possui a simetria da solução base discutida na seção 4.1.2. Em vez disso, a
simetria presente é de uma reflexão invertida: em relação ao centro do bilhar retangular,




2) posicionados a 180
o entre si são equivalentes, de maneira que a
função de onda tenha o mesmo valor nesses pontos (veja a Fig. 4.5(b)), por uma questão
de acomodação geométrica no bilhar (o Apêndice F apresenta alternativamente esta
situação no referencial de centro de massa e relativa). Essa caracteŕıstica é corroborada
pelos resultados numéricos obtidos por M. Vessen [184].
Em vista dessa simetria de reflexão invertida, cada onda plana eı(κ1x1+κ2x2) de Ψ−(x1, x2)






2), em que L1 =√
1L e L2 =
√









m2L− κ1x′1 − κ2x′2.























Figura 4.5: (a) Espaço de configuração do bilhar retangular com parede permeável para
γ = 3 (θ = 2π
3
), em que Ψ−(x1, x2) é a função de onda em x1 ≤ x2√γ e Ψ+(x1, x2) é a função
de onda em x1 ≥ x2√γ . (b) Demonstração da simetria de reflexão invertida: cada ponto




a 180o entre si.
Nesses pontos, |Ψ−(x1, x2)| = |Ψ+(x′1, x′2)|.







κ1x1 + κ2x2 = K
√
ML− κ1x′1 − κ2x′2.








Aplicando essa transformação na função de onda Ψ−(x1, x2) da Eq. (4.83), obtemos a




















































Verifiquemos se Φ+(x′1, x
′
2) satisfaz Φ
+(x′1, 0) = 0 e Φ
+(1L, x′2) = 0.
















que é um resultado esperado, uma vez que Φ+(x′1, x
′
2) foi constrúıda diretamente de
Ψ−(x1, x2); aplicando este procedimento para as demais ondas planas, as Eqs. (4.85)
são obtidas.
• Condição de contorno Φ+(√1L, x′2) = 0: considere as duas primeiras ondas planas
das duas primeiras linhas da Φ+(x′1, x
′




























Igual conclusão se tem para os demais termos. Isso acontece pela mesma razão mencionada
para o caso Φ+(x′1, 0) = 0.
Portanto, a função de onda Φ+(x′1, x
′
2) anula-se nas paredes. No entanto, isso não
significa que seja uma uma solução válida, pois já sabemos que as equações de Bethe
geradas pela condição Φ+(x′1, 0) = 0 são inconsistentes!
Ainda que não houvesse essa inconsistência, as funções de onda Ψ−(x1, x2) e Φ+(x′1, x
′
2)
não são cont́ınuas em x2 =
√





















































Uma condição necessária para que Ψ−(x1, x2) e Φ+(x′1, x
′
2) sejam cont́ınuas em x2 =√
3x1 é a primeira linha de Ψ
−(x1, x2) da Eq. (4.84) ser cont́ınua com a primeira linha da
Eq. (4.98),













Assim, notando que α(1)+
√


























que é falso para todo λ̃ finito, pois a2 = 1− ıλ̃β .
Portanto, como as funções de onda Ψ−(x1, x2) e Φ+(x1, x2) são descont́ınuas em x2 =√
3x1, o uso da simetria de reflexão invertida é insuficiente para se ter uma solução por
Ansatz de Bethe.
Essa descontinuidade ao longo da diagonal do retângulo é observada qualitativamente
nos gráficos das partes real e imaginária das funções de onda Ψ−(x1, x2) e Φ+(x′1, x
′
2) nas









também será descont́ınua na diagonal.
Por uma questão de comparação, as Figs. 4.7(a) e 4.7(b), ilustram as partes real e
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(a) (b)
Figura 4.6: (a) Parte real da função de onda. (b) Parte imaginária da função de onda. A
função de onda para γ = 3 é descont́ınua na diagonal, o que inviabiliza uma solução do
tipo Ansatz de Bethe.
(a) (b)
Figura 4.7: (a) Parte real da função de onda. (b) Parte imaginária da função de onda. A
função de onda γ = 1 é cont́ınua na diagonal.
imaginária da função de onda para γ = 1, no qual se observa a continuidade da função de
onda na diagonal do bilhar quadrado.
É importante enfatizar que os “momentos” não estão quantizados, o que não é um
problema, uma vez que a continuidade da função deve ser garantida antes disso.
3) Construção da função de onda via simetria especular
A solução Ansatz de Bethe para γ = 1 tem, naturalmente, a simetria especular e
a simetria de reflexão invertida para a sua função de onda (confira a Fig. 4.2). Como
mencionado anteriormente, no Caṕıtulo 2 e na seção 4.1.2, soluções do tipo Ansatz têm a
simetria de reflexão em sua estrutura matemática. Em vista disso, revisitamos a solução




















Figura 4.8: O espaço de configuração para o bilhar pipa com parede permeável é obtido
refletindo-se em relação à hipotenusa o OAB, originando o OBD. Nesse caso, cada
ponto (x1, x2) em x1 ≤ x2√3 corresponde a um ponto (x′1, x′2) em x1 ≥ x2√3 .
para a função de onda Ψ+(x1, x2) para verificar se ela satisfaz as condições de contorno
com o domı́nio refletido em relação a x2 =
√
3x1, gerando o bilhar pipa ou kite com parede
permeável.
Considere a Fig. 4.8. A função de onda Ψ−(x1, x2) é válida no OAB e desejamos
determinar a função de onda Ψ+(x1, x2) no OBD. Então, calculamos as equações das
bordas OD e DB, refletindo os segmentos OA e AB em relação ao segmento OB. Definindo
R = x′1+ıx
′
2, R0 = x1+ıx2 e θ =
2π
3



















Eliminando x1 da Eq. (4.99a), obtemos
x′2 = −
√
3x′1 + 2x2. (4.100)
A equação da reta que passa pelo segmento AB é x2 =
√
3L. Então, pela Eq. (4.100), o
4Não há conflito com o uso na seção 4.1.2, pois essa equação de reflexão não está associada a nenhuma
grandeza f́ısica espećıfica.
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Para se determinar o segmento refletido de OA em relação à hipotenusa, notemos que






com a qual eliminamos x2 na equação Eq. (4.99b). Consequentemente, a equação da reta





A função Ψ−(x1, x2) é nula no segmento OA (Ψ−(0, x2) = 0); assim, Ψ+(x′1, x
′
2) deve




Eq. (4.84), agora nas coordenadas (x′1, x
′







































































































+ α(2) = − β√
3
+ α,








De maneira análoga, como Ψ−(x1, x2) é nula no segmento AB (Ψ−(x1,
√
3L) = 0), a
função de onda Ψ+(x′1, x
′
2) deve ser nula no segmento BD; para verificar esse resultado,
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Portanto, temos as condições necessárias para a Eq. (4.84) ser a função de onda




3L) = 0 porque
Ψ−(x1,
√
3L) = 0, e lembrando que esta condição gera equações de Bethe inconsistentes,
comprometendo a quantização da solução, isso significa também que não é posśıvel es-
tabelecer a quantização para Ψ+(x′1, x
′
2). Portanto, o bilhar pipa com parede permeável
não pode ser descrito por uma solução do tipo Ansatz de Bethe, apesar da simetria de
reflexão. Essa conclusão é condizente com resultados da literatura: quando a part́ıcula
é transmitida através da parede permeável, momentaneamente esse bilhar comporta-se
como um bilhar pipa sem parede em sua diagonal, o qual é pseudointegrável [185] e, por
isso, também não admite uma solução do tipo Ansatz de Bethe. No final da subseção
5.4.1, esboçamos uma interpretação topológica para o bilhar pipa com parede permeável.
4.2.6 E as Soluções para Outros Bilhares Triângulo Retângulo
Racionais?
A maioria dos bilhares triângulo retângulo racionais são pseudointegráveis, pois o seu
genus é maior do que 1. Em vista disso, é natural supor que bilhares retangulares, com
parede permeável em sua diagonal, formados por esses bilhares triangulares (veja a Fig.
4.1(b)), não admitam solução do tipo Ansatz de Bethe. Justificamos esse resultado usando
o CL, uma das condições necessárias para se determinar os coeficientes “A” da função de
onda estendida da seção 4.2, estabelecendo que a função de onda de um bilhar retangular
se reduza a de um bilhar triângulo retângulo no limite infinito da intensidade do potencial.
Nos casos classicamente integráveis, γ = 1 e γ = 3, as funções de onda nesse limite são,
respectivamente,
Ψtri(x1, x2) = −4
(












Então, é razoável supor que a função de onda para os demais bilhares triângulo re-
tângulo racionais, Ψtr(x1, x2), seja uma superposição de n produtos de funções seno,
sen(α(l)x1) sen(β
(l)x2). Esta suposição origina dois problemas.
O primeiro deles, é a arbitrariedade dos sinais entre as parcelas de sen(α(l)x1) sen(β
(l)x2).


















Figura 4.9: Arranjo de sinais para a expansão da função de onda em uma superposição
finita de sen(α(l)x1) sen(β
(l)x2) em função de n. Observe que não estão presentes todas as
combinações posśıveis de sinais + e −, pois as que faltam são o negativo das combinações
apresentadas. Por exemplo, para n = 5, a combinação +−− +− está ausente por ser o
negativo de (−++−+)=(+−+−+).


























Como o sistema é um bilhar triangular, a primeira possibilidade na equação acima tem
que ser descartada, pois todas as parcelas tem o mesmo sinal, impedindo que a função de
onda se anule na hipotenusa. Então, a arbitrariedade de sinais limita-se às duas outras
possibilidades.
Uma posśıvel sáıda para esse exemplo é considerar as duas possibilidades para deter-
minar os sinais dos coeficientes das ondas planas. No entanto, se assim for, à medida que
se aumenta n, o número de possibilidades de funções de onda correspondentes ao limite
λ̃ → ∞ pode aumentar, como exemplificado no arranjo de sinais em função de n na Fig.
4.9, no qual o número de possibilidades aumenta de 1 para 3 quando n varia de 2 para 7,
dificultando a determinação dos sinais dos coeficientes “A”.
Ainda que se tenha um apoio computacional para encontrar todas as combinações
de sinais relevantes e, por conseguinte, a relação entre os coeficientes das expansões da
função de onda, há um segundo problema: a impossibilidade de se obter a quantização
da função de onda, devido à incomensurabilidade entre números racionais e irracionais.
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Para mostrar esse resultado, precisamos do seguinte teorema [186]:
Teorema: Se θ̃ é racional em graus, então os únicos valores racionais posśıveis das
funções trigonométricas são:
sen θ̃, cos θ̃ = 0,±1
2
,±1.
Assumindo que as funções de onda em bilhares triângulo retângulo racionais sejam






para um l fixo, como l = 1 (e comprimento L = 1), temos,
sen(α(1)x1) = sen(α






m2) = 0 ⇒ β(1) = Nπ√
m1
,
com M e N inteiros.
Ora, sendo α(2) e β(2) os momentos depois de uma colisão entre as part́ıculas com
momentos iniciais α(1) e β(1) (sempre é posśıvel encontrar um par de momentos antes e
depois de uma colisão p-p, e os ı́ndices são arbitrários), temos, da nossa análise clássica
do Caṕıtulo 2,
α(2) = α cos θ − β senθ,
β(2) = α senθ + β cos θ,
em que α(1) = α e β(1) = β.















se, e só se,
M cos θ − N√
γ
senθ = K, (4.104)
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em que K é uma contante inteira. Isso significa que o lado esquerdo dessa equação precisa










os únicos valores de γ que tornam cos θ e senθ racionais para haver inteiros M e N
satisfazendo a Eq. (4.104) são, pelo Teorema acima, γ = 1 (bilhar triângulo retângulo
isósceles), γ = 3 e γ = 1
3
(bilhares hemiequiláteros).
Este resultado concorda com uma demonstração mais rigorosa dada por Brian J.
McCartin [187], estabelecendo que apenas o retângulo, o triângulo retângulo isósceles, o
triângulo hemiequilátero e o triângulo equilátero admitem, como soluções, uma superposi-
ção finita de funções trigonométricas e, por conseguinte, por superposição finita de ondas
planas.
Na seção seguinte, ignoramos, por ora, as restrições discutidas aqui e aplicamos a
análise desenvolvida nas seções anteriores para o caso mais simples de um bilhar triân-
gulo retângulo classicamente pseudointegrável, no intuito de identificar as semelhanças e
diferenças em relação ao caso γ = 3.

















, ou seja, m = 3 e n = 4. De acordo com a Eq. (4.36), a função de onda é a expansão
de 16 ondas planas









































































































Como 2m > n, os coeficientes “A” e “B” são determinados pelas Eqs. (4.55)-(4.57),
A1 = ±a4a2, A2 = ±a1a3, A3 = ±a2a4, A4 = ±a1a3, (4.106)
B1 = ±a4a2, B2 = ±a1a3, B3 = ±a4a2, B4 = ±a1a3. (4.107)
O CL aplicado à função de onda Ψ−(x1, x2) deve reduzi-la a qualquer uma das se-
guintes funções de onda
















− sen(α(3)x1) sen(β(3)x2)− sen(α(4)x1) sen(β(4)x2)
)
. (4.109)
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Os sinais superiores referem-se à Eq. (4.108) e os inferiores, à Eq. (4.109). No entanto,
substituindo os coeficientes“A”e“B”das Eqs. (4.106), nem todos vão satisfazer os limites










Para se ter o resultado desejado, uma possibilidade é redefinir os coeficientes: A1 = a4a3a2
e A4 = −a1a2a3.
Para completar os coeficientes, fixamos inicialmente A1 = a4a2 e substitúımos os
demais na Eq. (4.105) para determinar quais “a” devem ser inclúıdos, respeitando as
condições CI (anulamento de ondas planas de mesmo ı́ndice), CII (preservação da solução
base) e os limites calculados acima. Para ilustrar esse procedimento, considere uma parte
da função de onda Ψ(x1, x2) formada pelas ondas planas com l = 1 e suas respectivas
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A análise partirá da função de onda ψ−1 (x1, x2), e todas as mudanças nela feitas, também
serão feitas paralelamente na ψ+1 (x1, x2), a fim de garantir a continuidade da função de
onda na diagonal do bilhar.
Considerando a onda plana em vermelho, ela deve se anular com a onda plana em la-
ranja em x1 = 0. Por CI, a onda plana em vermelho deve ser completada com o coeficiente
a3 e a onda plana em laranja, deve ser completada com a2 em vermelho mantendo apenas
o sinal negativo. Consequentemente, por CII, os pares antes-depois de uma colisão p-p
das ondas planas vermelho e laranja devem ter seus coeficientes também completados por
a3 e a2. O mesmo procedimento é aplicado aos complexos conjugados das ondas planas






















































ou seja, os coeficientes A1, B1, A4 e B4 são redefinidos como
A1 = a4a3a2, B1 = a4a3a2, A4 = −a1a2a3, B4 = −a1a2a3,
e concordam com os limites acima calculados. Assim, a partir deles, calculamos os coefi-
cientes restantes, usando a condição de contorno Ψ−(0, x2) = 0:
A2 = −a4a3a1, B2 = −a4a3a1, A3 = a1a2a4, B3 = a1a2a4.
Com essas definições, os limites das Eqs. (4.110)-(4.113) são satisfeitas e, em especial,


















correspondendo a função de onda da Eq. (4.108), com um único sinal negativo. Este
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resultado é decorrente de o coeficiente B1 = A1, satisfazendo o limite da Eq. (4.110).
Podeŕıamos definir também B1 = A1 condizente com a Eq. (4.110), como B1 = −a4a2a3
com o intuito de obter a Eq. (4.109), mas isso implicaria que B1 = ±A1, uma das condições
necessárias estabelecida na seção 4.2.1. Logo, pelo menos neste exemplo particular, foi
posśıvel remover a ambiguidade de sinais para a aplicação do CL.









































































































Nesta função de onda, a condição de contorno Ψ−(0, x2) = 0 é satisfeita, mas não a
condição Ψ+(x1, 0) = 0, uma estrutura semelhante àquela do caso γ = 3. Assim, se a
função de onda da Eq. (4.108) realmente fosse a função de onda do bilhar triângulo re-
tângulo para γ =
√
2+1√
2−1 , ainda assim teŕıamos as mesmas inconsistências com as condições
de contorno e as falhas das abordagens alternativas discutidas para γ = 3. Portanto, este
caso, assim como os demais bilhares semelhantes, a função de onda é determinada apenas
por recursos numéricos.





(a) (b) (c) (d) (e) (f)
Figura 4.10: Gráficos das densidades de probabilidade |Ψ(x1, x2)|2 normalizadas, via MCP,
para um bilhar retangular com uma parede permeável em x2 =
√
2+1√
2−1x1. Para o par de
números quânticos (r, s) = (13, 5), ilustramos |Ψ(x1, x2)|2 em função dos valores de λ̂, em
que λ̂ = 2λ̃: predomina-se o perfil de autoestados de um bilhar retangular para valores
baixos de λ̂, (a) e (b), passando por um perfil de mistura de autoestados de um retângulo
e de um triângulo, (c) e (d), até o predomı́nio de autoestados de bilhares triangulares, (e)
e (f). A linha pontilhada branca não é gerada pelo solução numérica do problema, sendo
apenas uma referência visual para a parede permeável. Esta figura é uma contribuição do
Prof. Dr. Fábio M. Zanetti.
A Fig. 4.10 mostra os gráficos das densidades de probabilidade |Ψ(x1, x2)|2 geradas
numericamente por MCP para valores crescentes da intensidade λ̂. Pelos motivos seme-
lhantes às funções de onda para γ = 3, observa-se o predomı́nio de autoestados de um bi-
lhar retangular para valores relativamente baixos de λ̂, Figs. 4.10(a) e (b); aumentando-se
λ̂, a permeabilidade da parede diminui, mudando a morfologia da função de onda. Ob-
serve que a Fig. 4.10(c) mostra, em sua morfologia, a presença de autoestados do bilhar
retangular, mas de maneira granulada. Já as Figs. 4.10(d)-(f), não se reconhece mais os
autoestados do retângulo, mas sim de dois triângulos retângulos progressivamente.
Neste caṕıtulo, mostramos que soluções do tipo Ansatz de Bethe não são posśıveis
para γ = 1, pois os coeficientes “A” e “B” das Eqs. (4.34) e (4.36) são satisfeitas si-
multaneamente apenas quando γ = 1. Esse problema pode ser visto pela dificuldade de
satisfazer as condições CI e CII juntas.
Capı́tulo 5
Difração, Genus e Bilhares com Paredes
Permeáveis
Neste caṕıtulo, demonstramos que o espalhamento em uma cunha será não difrativa
apenas quando o denominador do ângulo de abertura da cunha for igual a um. Esse
resultado já é conhecido na literatura: quantitativamente, ele é obtido da teoria de difração
por ondas eletromagnéticas [144, 188], mas é complicada e indireta; e, qualitativamente,
é obtido no contexto de espalhamento quântico [24, 189]. A nossa demonstração é mais
simples e direta. Apresentamos também uma simplificação da Eq. (2.4) para o cálculo do
genus de bilhares triângulo retângulo racionais e as consequentes relações com o número de
estados Nes e o denominador do ângulo θ, associados ao nosso sistema de duas part́ıculas
em uma caixa 1D.
Essas análises são importantes para a proposta do seguinte modelo: um bilhar re-
tangular com parede permeável corresponde ao espalhamento de uma part́ıcula no toro
por uma barreira permeável, com o qual determinamos o genus do sistema, um resultado
inédito. Esse modelo complementa a explicação do Caṕıtulo 4 sobre a não aplicabilidade
do Ansatz de Bethe para o sistema discutido nesta tese.
Conclúımos este caṕıtulo discutindo brevemente a não integrabilidade do bilhar pipa,
que é um contra-exemplo de um sistema com simetria de reflexão que não admite uma
função de onda do tipo Ansatz de Bethe, e apresentamos os resultados numéricos de
estat́ıstica de ńıveis de energia vizinhos que corroboram, ao menos qualitativamente, o
modelo proposto.
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5.1 Ausência de Difração em Cunhas com Ângulo de
Abertura π
n1
Analisemos aqui as condições sobre o ângulo de abertura â de uma cunha para que
uma trajetória incidente em um de seus lados seja refletida, por fim, na mesma direção
inicial daquela de incidência (veja as Figs. 5.1(d) e (e)). Caso isso não ocorra, a trajetória
refletida sairá em uma direção diferente da inicial (veja a Fig. 5.1(f)), isto é, temos uma
divergência de trajetórias. Então, irá difratar qualquer onda que possua o mesmo
número de onda que siga a mesma trajetória. Por causa desse v́ınculo, por abuso de
linguagem, nos referimos como “difração” de trajetórias. Em vista disso, quando mencio-
narmos difração, sem as aspas, estará impĺıcito essa conexão entre trajetória e propagação
de uma onda.
Considere uma cunha com um ângulo de abertura â e vértice V (veja a Fig. 5.1(a)).
Incidamos uma trajetória no ponto A paralela à bissetriz da cunha. Consequentemente,
o ângulo de incidência é â1 =
â
2
. Assumindo a ocorrência de reflexões especulares, a
trajetória é refletida com o mesmo ângulo â1 para o outro lado da cunha em um ponto
B. Isso define um triângulo ABV. Agora, precisamos determinar qual é o ângulo de
incidência em B, o ângulo interno b̂i = π− 3 â2 ou o externo b̂e = 3 â2 no ABV. Tomemos
o ângulo b̂e como referência. Há três casos posśıveis:
(i) Para b̂e <
π
2




modo, a trajetória refletida aproxima-se do vértice da cunha.
(ii) Para b̂e =
π
2
, o ângulo de incidência é â2 = b̂e. Isso significa que a trajetória
refletida será sobreposta a incidente; por conseguinte, a trajetória de sáıda é paralela a
de entrada (veja a indicação em azul na Fig. 5.1(e)).
(iii) Para b̂e >
π
2
, o ângulo de incidência é â2 = b̂i, em que â2 = π − 3 â2 ; assim, a
trajetória se afasta do vértice da cunha (veja a Fig. 5.1(c) e (d)).
No caso (i), é posśıvel que ocorram outras colisões com as paredes da cunha. Por
exemplo, a trajetória que parte de B atingirá o outro lado da cunha em um ponto C
(veja a Fig. 5.1(b)). Novamente, isso define um triângulo BCV, com ângulo interno
ĉi = π − 5 â2 e externo ĉe = 5 â2 . Como antes, é preciso verificar quais desses ângulos será
o ângulo de incidência. Supomos que ocorram  colisões, em que o ângulo de incidência é





























































Figura 5.1: Algumas situações espećıficas envolvendo incidência e reflexão de trajetórias
em cunhas de ângulo de abertura â para o caso m1 = 1, exceto o item (f). (a) A incidência
de uma trajetória paralela à bissetriz de uma cunha em um ponto A se dá por um ângulo
â
2
. Essa trajetória é refletida especularmente em direção a um ponto B do outro lado da
cunha, originando ABV. (b) O ângulo â2 é inferior a π2 ; por isso, a trajetória refletida
incide em um ponto C, aproximando-se do vértice V e originando o CBV (c) Para um
n1 par, a trajetória refletida de C para D origina um CDV isósceles; consequentemente,
a trajetória não se aproxima mais de V. (d) Em seguida, a trajetória é refletida em E
e em F, afastando-se do vértice V em uma trajetória simétrica em relação à bissetriz da
cunha. (e) Para um valor particular de n1 ı́mpar, se uma trajetória saindo de B incidir
perpendicularmente em C, a trajetória refletida vai se sobrepor à trajetória durante a
aproximação de V. Para valores gerais de n1, ocorrem várias reflexões das trajetórias no
interior da cunha até resultar em algumas das situações semelhantes mostradas aqui. (f)
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o ângulo externo. O resultado desse processo iterativo são ângulos de incidência
â = (2− 1) â
2
, (5.1)
pois corresponde ao ângulo externo do triângulo formado pelos lados da cunha e a última
trajetória refletida. Por ser uma função crescente, em cada colisão, o ângulo de incidência
aproxima-se de π
2
. Se esse ângulo de incidência se igualar a π
2
, estaremos no caso (ii), e se
for maior que π
2
, estaremos no caso (iii). Portanto, â ≤ π2 .
Definindo  = 0 como sendo o maior inteiro em que â ≤ π2 , o próximo ângulo
incidente â0+1 é aquele que muda o sentido da trajetória. Assim, de acordo com (iii),




e os ângulos de incidência seguintes são
â0+l = π − â− (π − â0+l−1) ⇒ â0+l = π − [2(0 + l) + 1]
â
2
, l > 1.
Para que o último ângulo de incidência coincida com a primeira, devemos ter −â1 =
â0+l. Consequentemente,
′â = π,
com ′ = 0 + l inteiro positivo. Para âπ =
m1
n1





que é inteiro se, e somente se, m1 = 1.






Pela Eq. (5.2), são necessárias n1 colisões com as paredes da cunha desde a entrada
até a sáıda paralela da trajetória. Além disso, o comportamento da trajetória se distingue
conforme n1 for ı́mpar ou par.
• n1 ı́mpar: substituindo a Eq. (5.2) na Eq. (5.1), obtemos
â = (2− 1) π
2n1
.
5.1. Ausência de Difração em Cunhas com Ângulo de Abertura π
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Como o denominador é ı́mpar, para algum valor de , temos â =
π
2
. De fato, basta
considerarmos  = n1+1
2
. Isso significa que, para qualquer valor de n1 ı́mpar, temos a
ocorrência do caso (ii) (veja a Fig. 5.1(e)).
• n1 par: nesse caso, n1+12 não é inteiro, o que significa que não há reflexão de 90o pela
trajetória (veja a Fig. 5.1(c)). Sabendo que o número necessário de colisões para uma
sáıda paralela em relação à trajetória de entrada é n1, há  =
n1
2
colisões até a inversão
do sentido da trajetória (veja a Fig. 5.1(d)). Então, o último ângulo incidente que se
aproxima do vértice V é
â n1
2
= (n1 − 1) π
2n1
,
e o primeiro ângulo de incidência com trajetória invertida é
â n1
2














ou seja, há um triângulo isósceles na região de inversão do sentido da trajetória.
Uma outra maneira para se obter a Eq. (5.2) é pelo ângulo subentendido entre a
trajetória incidente e a refletida subsequentes,
θ = π − (2− 1)â.
Os ângulos de abertura θ diminuem, aproximando-se de zero até a inversão do sentido da
trajetória. Em seguida, o módulo dos ângulos de abertura θ′ aumentam novamente em
cada colisão, de tal maneira que θ′ = −θ. Então, o ângulo de abertura â da cunha tal




⇒  ′ = n1
m1
,
para que a trajetória de sáıda seja paralela a de entrada. Como ′ deve ser um inteiro,
temos que m1 = 1.
Portanto, mostramos aqui uma maneira alternativa simples que justifica a ausência de
difração para ângulos com numeradores iguais a um, conforme mencionado no Caṕıtulo 2
a respeito do espalhamento de ondas eletromagnéticas e de funções de onda.
No caso de m1 > 1, não vale mais a igualdade θ
′
 = −θ, o que significa que a trajetória
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de sáıda não será mais paralela a de entrada, ou seja, temos a ocorrência de difração pela
cunha, como ilustrada na Fig. 5.1(f).
Com relação ao espalhamento de funções de onda, C. Jung estudou o problema quân-
tico de três part́ıculas interagindo por um potencial degrau [190], em vez de um potencial
delta de Dirac, e demonstrou a sua equivalência com o problema de um bilhar triangular.
Para part́ıculas de massas iguais, o bilhar triangular torna-se um triângulo equilátero, com
ângulos internos π
3
e, portanto, sem apresentar difração. A função de onda do problema,
então, pôde ser obtida através da identificação dos grupos de simetria desse triângulo.
Variando-se uma das massas das part́ıculas, muda-se um dos ângulos internos desse bi-
lhar. Para uma mudança arbitrária, o ângulo interno correspondente terá numerador
maior do que 1, manifestando espalhamento difrativo, e as funções de onda não são mais
pasśıveis de uma representação por funções elementares. As soluções integráveis são ob-
tidas apenas quando se faz a massa de uma das três part́ıculas infinita e, para as outras
duas part́ıculas, ou se iguala suas massas, gerando o bilhar triângulo retângulo isósceles
(o nosso caso γ = 1), ou torna a relação entre as duas massas igual a três, gerando o
bilhar triângulo hemiequilátero (o nosso caso γ = 3). Essa é uma maneira alternativa
encontrada na literatura para estudar um sistema semelhante ao tratado aqui.
5.2 O Genus para Bilhares Triângulo Retângulo
No Caṕıtulo 2, apresentamos a Eq. (2.4) para o cálculo do genus de um bilhar poli-
gonal racional a partir dos valores dos seus ângulos internos,






, N = mmc(n1, ..., nh),
e prever a integrabilidade do bilhar poligonal sem a necessidade de recorrer ao unfolding,
que poderá ser impraticável para alguns poĺıgonos.
No caso de bilhares triângulo retângulo, apesar do cálculo não oferecer dificuldades,
procuramos uma maneira de reduzir o máximo posśıvel essa tarefa e, ao mesmo tempo,
tentar obter alguma informação fisicamente importante.
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em que mi
ni
são frações irredut́ıveis. Substituindo na Eq. (2.4), temos










O objetivo aqui é escrever g(S) apenas em função de uma dessas quantidades racionais.












Em geral, o lado direito não é uma fração irredut́ıvel; para garantir a irredutibilidade,
dividimos o numerador e o denominador por mdc(n2 − 2m2, 2n2), dando
g(S) = 1 + mmc(2, n2, n3)
4n2
[n2 − 2−mdc(n2 − 2m2, 2n2)]. (5.4)
Os resultados da Teoria dos Números [191]






para a par e b ı́mpar, e
mdc(p.a, p.b) = p.mdc(a, b), p > 0 inteiro,
aplicados na Eq. (5.4), geram os seguintes casos para cada k inteiro:
1. n2 = 4k e m2 ı́mpar: g(S) = k;
2. n2 = 4k+ 2 e m2 ı́mpar: g(S) = k;
3. n2 = 4k+ 1 e m2 par ou ı́mpar: g(S) = 2k;
4. n2 = 4k+ 3 e m2 par ou ı́mpar: g(S) = 2k+ 1.
Como o inteiro k está relacionado ao denominador n2 do ângulo b̂, o genus g(S) depende





, n2 = 4k
n2−1
2
, n2 = 4k+ 1 ou n2 = 4k+ 3
n2−2
4
, n2 = 4k+ 2
. (5.5)
Dessa forma, para determinar o genus de um bilhar triângulo retângulo, procedemos
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Figura 5.2: Genus em função do ângulo b̂ para denominadores múltiplos inteiros de 4:
observa-se que o valor do genus g(S) diminui (aumenta), à medida que o ângulo b̂ aumenta
(diminui).
da seguinte maneira:
(i) Escolha um dos ângulos agudos do bilhar;
(ii) Se o ângulo estiver em grau, divida-o por 180 para obter a sua forma racional irredu-
t́ıvel;
(iii) Identifique o denominador em um dos três casos da Eq. (5.5).
Para cada uma das três categorias, a Eq. (5.5) mostra que o genus é uma função
crescente em relação ao denominador n2, ou seja, quanto menor for um dos ângulos agudos
do bilhar triângulo retângulo, maior será o valor do seu genus. Exemplifiquemos isso para
o denominador n2 = 4k; fixando m2 = 1, o aumento (a diminuição) de n2 implica na









cuja representação gráfica está na Fig. 5.2. É claro que, pela complementaridade dos
ângulos, a diminuição do ângulo b̂ implica no aumento do ângulo complementar ĉ e, nesse
caso, não será observado o decaimento mostrado na Fig. 5.2, mas uma curva crescente.
Outra consequência interessante da Eq. (5.5) é que uma pequena variação de um dos
ângulos agudos ocasiona uma grande variação do genus. Uma implicação direta disso é a
fácil transição de um bilhar integrável para um pseudointegrável. Por exemplo, o bilhar
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triângulo retângulo isósceles tem ângulos agudos iguais 45o ou π
4
, e tem genus igual a um;
se variássemos um dos ângulos por 1 milésimo, mas mantendo o bilhar como triângulo
retângulo, os ângulos agudos passam a ser iguais a 44, 999o e 45, 001o. Pelo procedimento
acima, encontramos a fração irredut́ıvel 45001
180000
. Então, n2 = 180000, que é um múltiplo
de 4 e, pela Eq. (5.5), o genus é 45000, ou seja, para uma pequena variação do ângulo, a
dinâmica clássica passa de um único toro para 45 mil toros!
A independência da Eq. (5.5) do numerador m2 significa que há um conjunto finito
de bilhares triângulo retângulo diferentes com o mesmo valor de genus. Esse é o caso, por
exemplo, de n2 = 7: após o cálculo dos ângulos complementares, o conjunto de ângulos











ou seja, o inteiro m2 assume os valores 1, 2 e 3. Logo, há três bilhares triângulo retângulo,
























com genus igual a 3. Há bilhares triângulo retângulo com denominadores diferentes pos-
suindo o mesmo genus. Um exemplo é o bilhar com ângulo agudo π
12
, cujo genus também
é 3. Note que o seu ângulo complementar é 5π
12
. Assim, ao contrário do que aconteceu para
n2 = 7, o ângulo complementar pertence ao conjunto de ângulos agudos posśıveis. Isso
sempre acontece quando n2 não for um número primo. Em vista disso, podemos estimar
o número de bilhares triângulo retângulo com o mesmo genus. Lembrando que









ou seja, o número máximo de bilhares com o mesmo genus é inferior a metade do deno-
minador.
5.3 Número de Estados Clássicos em Função do Ge-
nus
Na seção anterior, obtemos uma conexão direta entre o genus e o denominador de um
dos ângulos agudos do bilhar triângulo retângulo. Esse ângulo é justamente a metade do
5.3. Número de Estados Clássicos em Função do Genus 128
ângulo θ = mπ
n
associado à razão de massas γ, Eq. (3.9). Como o número de estados
posśıveis gerados em uma sucessão de colisões p-p e p-w é Nes = 4n (Caṕıtulo 3), então
podemos também associá-lo ao valor do genus.
Considere o ângulo θ = mπ
n









e as propriedades [191]






, para quaisquer inteiros a e b.








se, e somente se, a = c
e b = d.
Pela Eq. (5.5), há três possibilidades para a Eq. (5.7):
• n2 = 4k.







Como mdc(m2, n2) = 1 = mdc(m2, 4k), segue-se que m2 é um inteiro ı́mpar diferente
de 4k. Pela propriedade 1, temos que mdc(m2, 4k) = 1 = mdc(m2, 2k), ou seja,
a fração m2
2k
ainda é irredut́ıvel. Pela propriedade 2, conclúımos que m = m2 e
n = 2k = n2
2
.
Desse modo, como o número de estados Nes = 4n, pela Eq. (5.5), obtemos Nes =
8g(S).
• n2 = 4k+ 1 ou n2 = 4k+ 3.
Considere n2 = 4k+ 1. Como mdc(m2, n2) = 1 = mdc(m2, 4k+ 1), o inteiro m2 ou é







Pela propriedade 1, temos mdc(2m2, 4k+1) = 1 = mdc(m2, 4k+1), ou seja, a fração
2 m2
4k+1
permanece irredut́ıvel; então, pela propriedade 2, temos m = 2m2 e n = 4k+1.
Como n2 = 4k+ 1, segue-se que n = n2, de modo que n = 2g(S) + 1, de acordo com
a Eq. (5.5). Portanto, sendo Nes = 4n, temos Nes = 4(2g(S) + 1).
O mesmo resultado é obtido para n2 = 4k+ 3.
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• n2 = 4k+ 2







Como mdc(m2, n2) = 1 = mdc(m2, 4k + 2) = mdc(m2, 2k + 1) (propriedade 1), a
fração m2
2k+1
permanece irredut́ıvel, em que m2 = 2k+ 1. Assim, pela propriedade 2,




Pela Eq. (5.5), segue-se que n = 2g(S)+1, e o número de estados é Nes = 4(2g(S)+
1).




4(2g(S) + 1), n ı́mpar
, (5.11)
ou seja, para cada valor do genus, há sempre dois números de estados diferentes (veja a
Fig. 5.3). A Eq. (5.11) pode ser escrito como
Nes = 8g (S) + 2(1− (−1)n) . (5.12)
Ainda assim, é uma função monótona crescente1, como se observa na Fig. 5.3. Como
em cada um desses casos, Nes é uma função afim
2, então é monótona também. Isso não
é suficiente para a Eq. (5.12) ser monótona. Considere dois valores diferentes de genus,
gpar(S) para npar par e ǵımpar(S) para ńımpar ı́mpar. Não é posśıvel haver o mesmo número
de estados, pois isto implicaria que gpar(S)− ǵımpar(S) = 12 , que é uma contradição, pois
o genus é sempre inteiro. Também não é posśıvel se ter Nes(par) > Nes(́ımpar), quando
gpar(S) < ǵımpar(S), pois isto nos leva a 4 < Nes(́ımpar) − Nes(par), ou seja, Nes(par) <
Nes(́ımpar). A Fig. 5.3 ilustra a monotocidade da Eq. (5.12).
Substituindo, agora, o número de estados Nes = 4n nas Eqs. (5.11) e (5.12), obtemos

















respectivamente. O gráfico em azul da Fig. 5.4 mostra também que há sempre dois valores
1Uma função monótona crescente é aquela na qual x̃ < ỹ ⇒ F (x̃) < F (ỹ) para qualquer x̃ e ỹ
reais [192].
2Uma função é afim se for da forma F (x̃) = ax̃+ b [193].
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Figura 5.3: Número de estados Nes em função do genus g(S) é uma função monótona
crescente.











Figura 5.4: Em azul: O g(S) em função do denominador n do ângulo θ = mπ
n
apresenta
patamares de dois inteiros consecutivos, o que significa que há, pelo menos, dois bilhares
triângulo retângulo com o mesmo valor de genus (não se está considerando aqui a famı́lia
de bilhares com o mesmo genus determinado pelo numerador m2 e, por conseguinte,
pelo numerador m). Em vermelho: O G(S) em função do denominador n não apresenta
patamares, ou seja, bilhares retangulares com parede permeável diferentes sempre terão
valores de genus diferentes (a menos da famı́lia de bilhares definida pelo numerador m).
Além disso, exceto o caso n = 2, temos G(S) > g(S).
distintos de n para o mesmo valor do g(S), como acontece, por exemplo, para os bilhares
integráveis triângulo retângulo isósceles (n = 2) e o triângulo hemiequilátero (n = 3).
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5.4 Uma Proposta para o Cálculo do Genus para Bi-
lhares com Paredes Permeáveis
No Caṕıtulo 4, desenvolvemos um método semiclássico que mostrou que o sistema de
duas part́ıculas de razão de massas γ = 3, que é classicamente integrável, não satisfaz as
condições de contorno quando a intensidade do potencial de interação é finita, inviabili-
zando uma solução do tipo Ansatz de Bethe. Mas isso não é suficiente para concluirmos
se γ = 3 tornou-se quanticamente não integrável. A prinćıpio, como todos os ângulos






, não há espa-
lhamento difrativo. No entanto, notamos que paredes permeáveis em bilhares quânticos
funcionam como uma barreira e, de acordo com a subseção 2.1.3, elevam o genus do sis-
tema, como Richens e Berry observaram no bilhar quadrado periódico com uma barreira
quadrada em seu interior. Assim, propomos aqui uma posśıvel forma de definir genus
para bilhares com uma parede permeável. A vantagem dessa proposta é possibilitar uma
explicação semiclássica, devido ao seu v́ınculo com a ideia de trajetórias clássicas, para a
não aplicabilidade do Ansatz de Bethe quando as part́ıculas têm massas diferentes.
5.4.1 O Genus de Bilhares Retangulares com Parede Permeável
Considere um bilhar retangular possuindo uma parede permeável em sua diagonal
e tendo θ
2
como um dos ângulos internos (veja a Fig. 5.5(a)). Aplicando o método
de unfolding, obtemos uma superf́ıcie invariante gerando uma representação planar de
um toro com uma barreira, como pode-se ver nas Figs. 5.5(b) e 5.5(c), as quais são
equivalentes, pois distinguem-se apenas por uma translação de coordenadas.
A Fig. 5.5(b) mostra uma part́ıcula refletida na diagonal (parede permeável) em dois
instantes, que nada mais é do que o espalhamento de uma part́ıcula por um obstáculo de
ângulo θ, situação análoga ao de Richens e Berry mencionada anteriormente. Conforme
for o valor de θ, o espalhamento é difrativo ou não, como demonstrado na seção 5.1 e







dando θ = π
2
= ρ, ou seja, os numeradores dos ângulos são iguais a um, e o espalhamento
é não difrativo em qualquer uma das situações das Figs. 5.5(b) ou (c). Então, o valor do
genus é igual a um, como já sabido pelo fato de ser um sistema quanticamente integrável.




, pois θ = 2π
3
, ou seja, o numerador é maior que um e o
espalhamento da Fig. 5.5(b) é difrativo. Como o obstáculo no toro tem uma forma de
losango (veja a Fig. 5.5(c)), com dois ângulos θ = 2π
3
e dois ângulos ρ = π
3
, o genus corres-
















Figura 5.5: (a) Bilhar retangular com uma parede permeável, em que θ
2
é um dos seus
ângulos internos. O ćırculo no topo é uma referência visual. (b) Superf́ıcie invariante S
gerado pelo método de unfolding. O ângulo ρ é o suplementar do ângulo θ, ρ = π − θ.
(c) Superf́ıcie invariante S gerado pelo método de unfolding equivalente ao do item (b),
distinguindo-se por uma translação em dos seus lados. A linha pontilhada orientada é
uma trajetória de uma part́ıcula incidindo na parede permeável. Os lados AB e CD,
assim como os lados AC e BD, são identificados como sendo os mesmos. Assim, essas
superf́ıcies invariantes são representações planares de toros.
pondente é dois. Esse resultado é interessante, pois a presença da parede permeável torna
o bilhar triângulo hemiequilátero, que tem genus igual a um, em um bilhar retangular
pseudointegrável.












dando um genus igual a dois. Esse caso também corresponde a um espalhamento difrativo,
pois o numerador do ângulo θ é maior que um, embora a do ângulo ρ seja igual a um (é
uma situação semelhante ao caso θ = 2π
3
). Assim, o obstáculo em forma de losango com
dois ângulos θ = 3π
4
e dois ângulos ρ = π
4
, conduz a um genus igual a três, e o bilhar é
pseudointegrável também.
Em vista disso, o cálculo do genus do bilhar da Fig. 5.5(a) é realizado usando os
ângulos de um losango, com dois ângulos θ = mπ
n
e dois ângulos ρ = n−m
n
π. Como
N = mmc(n, n, n, n) = n, segue-se da Eq. (2.4) que o genus da superf́ıcie invariante S das
Figs. 5.5(b) ou (c) é
G(S) = n− 1, (5.15)
com a representação gráfica em vermelho na Fig. 5.4. Assim, n = 2 é o único caso em
que o genus é um, ou seja, γ = 1. Em todos os demais casos, o bilhar da Fig. 5.5(a) é
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Figura 5.6: Representação gráfica de g(S) em função de G(S) mostrando que dois valores
diferentes de G(S) estão associados a um mesmo valor de g(S) (patamares) de modo que
g(S) < G(S), exceto o caso associado a γ = 1
pseudointegrável, mesmo se um dos ângulos, θ ou ρ, tiver o numerador igual a um, pois o
seu suplementar3 terá um numerador maior que um, ou seja, é inevitável o espalhamento

















o que mostra que o genus de um bilhar retangular com parede permeável é sempre maior
que o genus de bilhares triângulo retângulo, exceto o caso do quadrado, no qual g(S) =
G(S) (veja as Figs. 5.4 e 5.6).
A Eq. (5.15) mostra uma relação direta entre o inteiro n do ângulo θ e o genus G(S),



















3Dois ângulos são suplementares se a sua soma for 180o ou π.











































































Isso significa que, quanto maior for o valor do genus, maior será o número de ondas planas
na superposição. Consequentemente, no limite de não integrabilidade, a Eq. (5.18) é uma
superposição de infinitas ondas planas, concordando com a Conjectura de Berry: em
sistemas quanticamente não integráveis, a função de onda do sistema é uma superposição
aleatória de ondas planas.
Lembrando da análise para bilhares triângulo retângulo, o numerador de um dos
ângulos internos estabelece uma famı́lia de bilhares com o mesmo valor de genus g(S).
Isso acontece também para o numerador m do ângulo θ, ou seja, para cada valor fixo
de G(S), o inteiro m pode gerar expansões diferentes de funções de onda com o mesmo
número de onda planas.
Bilhar Pipa
No Caṕıtulo 4, usando a simetria de reflexão, obtemos para γ = 3 um bilhar pipa
com uma parede permeável em uma de suas diagonais. Na ausência da parede permeável,
o bilhar pipa tem dois ângulos retos, um ângulo π
3
e um ângulo 2π
3
. Substituindo os
respectivos numeradores e denominadores na Eq. (2.4), o resultado do genus é dois, ou
seja, o bilhar é pseudointegrável e a dinâmica do sistema fica confinada em um bitoro. A
inserção de uma parede permeável ao longo da sua diagonal maior (veja a Fig. 5.7(a))
equivale à inserção de uma parede permeável na região de união dos dois toros (veja a
Fig. 5.7(b)), sendo responsável pela probabilidade da trajetória da part́ıcula passar de
um toro para o outro. Isso mostra que o bilhar pipa permanecerá pseudointegrável. Esse
é um contraexemplo de que a simetria de reflexão não garante uma função de onda por





Figura 5.7: (a) Bilhar pipa com parede permeável AB constrúıdo pela reflexão de um
triângulo hemiequilátero em relação a sua hipotenusa. (b) Bitoro representando o bilhar
pipa com parede permeável AB na região de união dos dois toros.
Ansatz de Bethe.
5.4.2 Estat́ıstica de Nı́veis de Energia Vizinhos para Bilhares
não Integráveis com Parede Permeável
Para testar o modelo da subseção 5.4.1, realizamos a estat́ıstica dos ńıveis de energia
próximos para γ = 3 e γ =
√
2+1√
2−1 a partir do MCP
4 [179,180], variando-se a transmissão T 5
de 1, 0×10−10 a 0, 999999999, iniciando-se praticamente de um bilhar triângulo retângulo
para um bilhar retangular. O caso γ = 3 na Fig. 5.8 é um pouco especial para se
analisar, pois P (s) para bilhares triangulares integráveis e para retângulos comensuráveis
são bastante particulares, fugindo do comportamento normalmente esperado, ou seja,
Poisson (veja os gráficos da primeira linha da Fig. 5.8 correspondente às transmissões
T = 1, 0×10−10 e T = 0, 999999999). Mas, nitidamente, para T intermediário, a estat́ıstica
não é GOE, mas tão pouco é um Poisson claro, ilustrando algum tipo de mistura de
estados, parecendo concordar com a previsão do nosso modelo de que o genus é dois,
enquanto a permeabilidade da parede for finita. Especificamente falando, a distribuição
para T = 1, 0×10−10 não é Poisson, por conta de aspectos geométricos do bilhar que geram
autovalores de energia múltiplos de uma constante, ou seja, gerando uma correlação entre




2−1 , o bilhar é um triângulo retângulo já conhecido por possuir um genus
igual a dois e, como se observa na segunda linha da Fig. 5.8, a estat́ıstica de ńıveis de
4A elaboração dessa estat́ıstica é uma colaboração do Prof. Dr. Fábio M. Zanetti.
5A transmissão T da parede permeável é tanto maior (menor) quanto menor (maior) for a intensidade
λ do potencial de interação das duas part́ıculas.












Figura 5.8: Gráficos da distribuição dos ńıveis de energia mostrando como ela muda com o




Durante a transição, observa-se que a distribuição dos ńıveis de energia tende a GOE,
indicando a elevação do valor do genus. Esta figura é uma contribuição do Prof. Dr.
Fábio M. Zanetti.
energia tem um perfil GOE. Esta estat́ıstica, apesar de um pouco deformada, se mantém
até um valor de transmissão próximo de T = 0, 5. A partir desse valor, a estat́ıstica
de ńıveis tende à distribuição de Poisson para valores crescentes de transmissão, como
esperado (recaindo no bilhar retangular, desta vez com lados incomensuráveis).
É curioso neste caso que o aumento do genus de dois para três (quando T vai de
zero para um valor finito, mas não um, ou seja, 100%) não se traduz na manutenção de
P (s) como sendo uma distribuição GOE bem clara. Uma posśıvel interpretação é que
o tunelamento, que acaba “colando” um toro de genus dois, com um toro de genus um,
resultando num toro de genus três, faz o sistema ficar mudando entre o espaço de fases de
topologia do triângulo não integrável (de genus dois) para um espaço de fases de topologia
do retângulo (de genus um). Então, este processo deixa o espectro quântico mais regular
do que o do triângulo isolado, dando os perfis intermediários de P (s) como observando na
Fig. 5.8. Quando T finalmente tende a um, temos a dinâmica em um toro e, portanto,
P (s) fica descrita pela distribuição de Poisson.
Capı́tulo 6
Conclusão
Esta tese se propôs a discutir um problema fundamental em Mecânica Quântica, que
são as condições que eventualmente cóıbem a integrabilidade de um sistema quântico.
Nossos resultados negativos não mostram como resolver o problema, mas entender em
que situações ele não tem solução através do Ansatz de Bethe. Essa é uma questão de
F́ısica Matemática que ajuda a entender um pouco mais os fundamentos da F́ısica Geral,
além de ser importante para desvendar um dos principais problemas da F́ısica atual, o
exato limite entre o mundo clássico e o mundo quântico.
Desde a década de 1930, o Ansatz de Bethe (a suposição de que a função de onda de um
sistema é a superposição finita de ondas planas), tem sido aplicado para resolver diversos
problemas importantes com um viés aplicado, como sistemas de cadeias de spin, sistemas
unidimensionais de muitas part́ıculas, bósons e/ou férmions, interagentes por potenciais
locais, mas, ao longo do tempo, percebeu-se a sua relação com questões fundamentais,
como a integrabilidade em Mecânica Quântica. No entanto, a integrabilidade quântica
apoiada em soluções por Ansatz de Bethe não é geral o suficiente, pois exclui sistemas com
interações não locais e sistemas com part́ıculas de massas diferentes em sua maioria. Em
vista disso, escolhemos o sistema clássico de duas part́ıculas interagentes por um potencial
delta de Dirac em uma caixa 1D para entender os detalhes das restrições do Ansatz
de Bethe. Esse sistema é conveniente, porque ele gera um conjunto finito de pares de
momentos (estados) para certas razões de massas γ nas sucessivas colisões das part́ıculas.
Então, para cada par de estados antes e depois de uma colisão elástica desse conjunto,
fizemos corresponder a um par de ondas planas devida à função de onda de espalhamento
(solução base) obtida pela solução do problema quântico análogo, mas com as part́ıculas
inicialmente livres na região 1D. Após exaurir todos os momentos do conjunto, obtemos




Para aplicar as condições de contorno de anulamento da função de onda nas paredes,
estendemos o método usado no modelo de Gaudin para determinar as amplitudes da
função de onda em termos das amplitudes associadas ao movimento relativo das part́ıculas.
Para γ = 1, que é classicamente integrável, obtemos a função de onda por Ansatz de Bethe,
como previsto por esse modelo.
No entanto, para o caso classicamente integrável γ = 3, apesar da função de onda se
anular em x1 = 0 e em x2 =
√
3L, as equações de Bethe não são consistentes entre si para
valores finitos de λ do potencial delta de Dirac, comprometendo a condição de quantização
do sistema. No limite de λ infinito, recuperamos a função de onda já conhecida do bilhar
hemiequilátero, juntamente com as condições de quantização apropriadas. Por outro lado,
apesar das equações de Bethe obtidas pelo anulamento da função de onda em x1 = 1L
serem consistentes entre si, a função de onda não se anula em x1 = 0, pois resulta em
uma soma de duas quantidades complexas conjugadas. Isso já mostra que o Ansatz de
Bethe não funciona para esse caso. Mesmo assim, exploramos outras possibilidades para
resolver esse problema, como acrescentar recorrentemente múltiplos de amplitudes das
ondas planas, a fim de satisfazer as condições de contorno em algum momento, mas
revelou-se imposśıvel em uma superposição finita, e também usar a simetria de reflexão
inversa, para obter a função de onda em x1 ≥ x2√3 a partir da função de onda válida em
x1 ≤ x2√3 , mas isso implicou em uma descontinuidade da função em x1 = x2√3 .




, gerando um bilhar pipa ou kite. No entanto, apesar da função de onda se anular
nas paredes do bilhar, a quantização permanece comprometida, pois as equações de Bethe
inconsistentes entre si são as mesmas. Mas isso não é um problema, porque o bilhar pipa
já é pseudointegrável na ausência da parede permeável em x1 =
x2√
3
e, assim não pode
admitir uma solução do tipo Ansatz de Bethe, conforme o modelo topológico da Fig. 5.7.
A importância desse resultado está em mostrar que a simetria de reflexão não é suficiente
para alguns bilhares ter uma função de onda por Ansatz de Bethe.
Para o caso classicamente pseudointegrável γ =
√
2+1√
2−1 , não há razão alguma para
que seja quanticamente integrável. Ainda assim, a função de onda estendida para esse
caso exibe, além das incoerências da função de onda para γ = 3, a impossibilidade de se
ter uma condição de quantização mesmo no caso hipotético de existir uma solução por
ondas planas, devido a incomensurabilidade entre os momentos e o tamanho do bilhar nos
argumentos da função.
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O fato de o Ansatz de Bethe não funcionar para γ = 3 não permite concluir sobre
a sua integrabilidade. Mostramos no Caṕıtulo 5 que aberturas com ângulos possuindo
numeradores iguais a 1, não levam a um espalhamento difrativo. Ora, esse parece ser o
caso para γ = 3, pois todos os numeradores dos ângulos internos do bilhar correspondente
são iguais a 1. Então, propomos um modelo inspirado no problema de um bilhar quadrado
periódico contendo uma barreira quadrada, resolvido por Richens e Berry, interpretando a
parede permeável como uma barreira. Obtemos, então, que a dinâmica do sistema ocorre
em um toro com uma barreira em forma de losango. Isso implica que, pelo menos um dos
ângulos do losango tem numerador maior do que 1, com a exceção do caso γ = 1. Sendo
assim, para γ = 3, um dos ângulos é igual a 2π
3
, ou seja, haverá um espalhamento difrativo
sempre que a part́ıcula no bilhar for refletida duas vezes na hipotenusa, intercalado por
uma colisão em um dos catetos do triângulo retângulo. Esse modelo permitiu calcular
o genus para bilhares retangulares com uma parede permeável em sua diagonal, dando
o valor dois para γ = 3, ou seja, ele é quanticamente pseudointegrável. A estat́ıstica de
ńıveis, uma colaboração do Prof. Dr. Fábio Zanetti, tem corroborado esse resultado, pois
essa estat́ıstica tem indicado uma transição para um perfil de mistura de estados. Apesar
de não ser claramente GOE, enquanto a probabilidade de transmissão estiver entre os
limites nulo e unitário, claramente observamos mudanças no perfil de P (s).
A equação do genusmostra que seu valor é maior que o do genus de um bilhar triângulo
retângulo e as estat́ısticas de ńıveis de energia para γ =
√
2+1√
2−1 tem indicado esse resultado.
Entretanto, aumentar o genus (o caso aqui) não necessariamente indica que o sistema
ficará mais caótico, P (s) mais próximo do GOE. O aumento do genus talvez tenha uma
interpretação em termos de tunelamento. Ao tunelar para uma parte do espaço de fases
onde a topologia local é mais parecida com um toro de genus um, talvez o espectro passe a
ficar um pouco mais regular do que quando estava confinado em um toro de genus menor
(lembre-se que o modelo é de um toro com barreira, modificando o genus), mas levando a
irregularidade maior.
Além disso, o genus para esses bilhares retangulares depende apenas do denomina-
dor do ângulo θ = mπ
n
, o que permite expressar a função de onda estendida como uma
superposição de uma quantidade de ondas planas definida pelo genus. Ora, como mos-
tramos para bilhares triângulo retângulo clássicos, o numerador m estabelece uma famı́lia
de bilhares triângulo retângulo com o mesmo valor de genus, ou seja, para um genus fixo,
pode haver mais de uma expansão da função de onda do tipo Ansatz de Bethe. Assim,
no limite de genus infinito, essa função de onda passa a ser uma superposição de infinitas
ondas planas, o que remete à Conjectura de Berry para sistemas quanticamente caóticos.
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Obviamente que os resultados do Caṕıtulo 4 e da interpretação dada no Caṕıtulo 5 se
esgotam em si mesmos. Em uma análise semiclássica, alguém poderia propor uma forma
distinta de calcular o genus, não baseado no trabalho de Richens e Berry. Ou ainda, dada
a nossa forma de calcular o genus em um sistema semiclássico com tunelamento, ainda
resta uma forma concreta de interpretação dos resultados. Nos propomos interpretar este
aumento de genus não apenas como uma maior complicação do espaço de fases, como
topologias de toro, mas com mais toros individuais. É necessário também entender como
as dinâmicas locais em cada região localizada desses toros individuais pode complicar ou
simplificar a dinâmica do sistema, uma vez que o sistema fica “tunelando” entre essas
regiões. Isto exige mais análises no futuro, considerando tanto a dinâmica clássica em tais
topologias, como análises quânticas adicionais. Por exemplo, outras distribuições para o
espectro, como Δ3 [118] poderiam nos ajudar nesta análise, bem como fazer análises de
Seção de Poincaré, mas investigando a evolução em regiões espećıficas do espaço de fases
do sistema clássico correspondente.
Como perspectivas de trabalhos futuros pode-se pensar em aplicar esses resultados
para investigar outros bilhares relativamente simples, com paredes permeáveis, que não
sabemos ainda se admitem uma solução Ansatz de Bethe consistente, como:
• um bilhar retangular com uma parede permeável AB paralela em relação a um dos seus
lados e assimétrica, Fig. 6.1(a). Se este bilhar admitir uma solução por Ansatz de Bethe,
será um contraexemplo bidimensional de que os requisitos de simetria não são necessários
para alguns bilhares;
• o bilhar triângulo equilátero com uma parede permeável AB coincidindo com uma de
suas bissetrizes, Fig. 6.1(b): este bilhar é obtido refletindo-se o triângulo hemiequilátero
em relação ao cateto maior e, mesmo que os ângulos internos tenham numeradores iguais
a 1, a sua superf́ıcie invariante obtida por unfolding exibe uma aparente descontinuidade;
• o bilhar triângulo isósceles, com dois ângulos internos iguais a 30o e o terceiro ângulo
sendo 120o, com uma parede permeável em sua bissetriz Fig. 6.1(c): possivelmente não
admite uma solução do tipo Ansatz de Bethe, por causa do ângulo de 120o que originará
espalhamento difrativo.
Outros encaminhamentos posśıveis para este trabalho são:
• desenvolver uma teoria genuinamente semiclássica para comparar os resultados desta
tese como, por exemplo, o cálculo do genus;
• mostrar que uma equação de Yang-Baxter para sistemas confinantes é satisfeita para
γ = 1 mas não para γ = 3;







Figura 6.1: (a) Bilhar retangular com parede permeável AB assimétrica. (b) Bilhar
triângulo equilátero com uma parede permeável AB em uma de suas bissetrizes. (c)
Bilhar triângulo isósceles com a parede permeável na bissetriz do triângulo obtuso.
investigar o efeito difrativo via Ansatz de Sommerfeld;
• como aproximações semiclássicas funcionam melhor para ńıveis de energia do que para
funções de onda em si, os desenvolvimentos feitos aqui poderiam ter uma utilidade prática
como ser uma base para uma teoria de perturbação, ao menos para obter os valores dos
ńıveis de energia.
Apêndice A
Integrabilidade em Mecânica Clássica
A Mecância Clássica oferece uma maneira para se identificar se a dinâmica do sistema
é regular através da ideia de integrabilidade. Explanamos rapidamente sobre isso. Em
Mecânica Clássica, para um sistema com f graus de liberdade, escolhendo-se uma condição
inicial de posição e momento, (qi, pi), com 0 < i ≤ f , a dinâmica do sistema é governada












em que (q, p) = (q1, ...qi, ..., qf , p1, ...pi, ..., pf ) definem um espaço de dimensão 2f denomi-
nado de espaço de fases P2f . Assim, em prinćıpio, é necessário resolvermos 2f equações
diferenciais de primeira ordem. No entanto, se o sistema for conservativo, o hamiltoniano
do sistema H(q, p) coincidirá com a energia total E. Dessa forma, H(q, p) = E é uma
constante de movimento que define uma superf́ıcie unidimensional que impõe um limite
às trajetórias posśıveis do sistema dinâmico. Então, temos que resolver agora 2f − 1
equações diferenciais. À medida que for posśıvel obter mais constantes de movimento,
diminui-se o número de equações de movimento a serem resolvidas e aumenta-se a dimen-
são da superf́ıcie limitadora das trajetórias. Quando houver f constantes de movimento
Ci(q, p), as trajetórias do sistema estarão limitadas à uma superf́ıcie f -dimensional no es-
paço de fases P2f , determinando-a completamente. Então, para constantes de movimento
Ci(q, p) tais que ∇Ci(q, p) sejam linearmente independentes e o parênteses de Poisson
{Ci(q, p), Cj(q, p)} = 0, em que
















o sistema é completamente integrável.
Dessa forma, nos sistemas integráveis, é posśıvel uma mudança de coordenadas que
trivializa o hamiltoniano e preserve as equações de Hamilton (transformações canônicas e
denotadas aqui como tc), expressando-o tão somente em função das constantes de movi-
mento e, por conseguinte, resolvendo facilmente o problema. Então, sendo (q, p) ∈ P2f e
as novas coordenadas de posição e momento (Q,P ) ∈ P2ftc , com Q = Q(q, p) e P = P (q, p),











em que U(qi) é a energia potencial, independa de Q no espaço de fases P
2f
tc , conduz P a







− ∂L(q, q̇, t)
∂q
= 0,
nas coordenadas do espaço P2f . Consequentemente, sendo Htc(P ) o novo hamiltoniano,

















e Ii constante. Como o sistema é integrável, pares (qi, pi) são indepen-
dentes entre si, o que significa que o sistema é separável e, por isso, tem uma periodicidade
intŕınseca, seja porque o hamiltoniano H(q, p) é quadrático em pi (o que limita os valores
das coordenadas qi a intervalos finitos, ou libração), seja porque pi é uma função periódica
de qi, ou rotação. Isso implica que o plano definido por (qi, pi) é limitado, valendo o
mesmo para (Qi, Pi). Então, podemos assumir que Qi é periódica com peŕıodo 2π. Por








que é a variável de ação. Por ser Qi periódica, ela é, efetivamente, uma variável de ângulo
1Pois está impĺıcito o termo “funcional”, um substantivo masculino.
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φ. Enão, podemos definir (Q,P ) := (φ, I), de modo que a solução final seja
Ii = c̃i, φi = φi0 + ωit, (A.1)
com c̃i uma constante, φi ∈ [0, 2π].
Isso significa que as soluções Ii e φi representam o raio e a trajetória sobre uma
circunferência S1. Então, para todos os valores i, temos o produto cartesiano de f cir-
cunferências S1, o que define, topologicamente, um toro f -dimensional Tf = S1 × ...×S1.
A Fig. A.1 ilustra um caso particular dessa relação. Isso mostra que as órbitas de um










Figura A.1: Relação entre variáveis de ação-ângulo e o toro invariante T2: como as va-
riáveis ângulo são periódicas, no gráfico φ1 − φ2, a parte da trajetória que está fora do
intervalo [0, 2π] (segmento pontilhado), é reposicionado nesse intervalo. Isto corresponde




Seja o conjunto G = ∅ e uma lei de composição interna (x, y) −→ x  y em G. G é
um grupo em relação a essa lei se, e somente se:
1. (∀a, b, c ∈ G)(a  (b  c) = (a  b)  c) (associatividade);
2. (∀a ∈ G)(∃e ∈ G)(a  e = e  a = a) (existência de elemento neutro);
3. (∀a ∈ G)(∃a′ ∈ G)(a  a′ = a′  a = e) (existência de elemento simétrico).
Como consequência [128], os elementos neutro e simétrico são únicos; dado um ele-
mento qualquer do grupo, o simétrico do simétrico é o próprio elemento; o simétrico de
a  b é b  a.
Um grupo (G, ) é abeliano ou comutativo se, e somente se, (x, y) −→ x  y é comu-
tativa, ou seja, (∀a, b ∈ G)(a  b = b  a).
B.2 Grupo Diedral
Grupo Diedral é um grupo de n simetrias (invariância) de rotação e n de reflexão de
poĺıgonos n−regulares em torno da origem. Portanto, este grupo possui 2n elementos e o
denotemos por D2n.
Dessa forma, as rotações são ângulos múltiplos racionais de π. Então, considere ro-
tações anti-horárias em torno da origem por ângulos (k − 1)2π
n
, com inteiro k ∈ [1, n), a
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n−ésima rotação coincidindo com a rotação k = 1, a (n + 1)−ésima rotação coincidindo
com a rotação k = 2, etc. O conjunto dessas rotações, Rn = {e, a, ..., an−1}, com an = e,
juntamente com a composição de duas rotações quaisquer (o śımbolo  é omitido e a com-
posição de rotações é representada por justaposição), possuem as propriedades definidoras
de grupo, denominado de grupo de rotações módulo n [128]. Assim, para dois elementos
de rotação quaisquer ar, as ∈ Rn, temos aras = ar+s, (r + s) mod n é um elemento de
rotação de Rn; para s = n− r, obtemos o elemento neutro do grupo, aran−r = an = e, ou
seja, an−r é o elemento simétrico de ar.
A reflexão b do Grupo Diedral é aquela em relação à abscissa, de modo que b2 = e;
apliquemos em cada rotação de Rn a reflexão b, obtendo-se explicitamente D2n,
D2n = {e, a, ..., an−1, b, ba, ..., ban−1}. (B.1)
Os elementos do Grupo Diedral possuem as seguintes propriedades operacionais:
• ab = ban−1;
• arb = ban−r.
B.3 Grupo Multiplicativo Ćıclico
Grupo Multiplicativo Ćıclico G é o grupo fechado em relação à multiplicação que
possui um elemento a ∈ G tal que G = {am|m ∈ Z}. Este elemento é dito um gerador de
G.
Os Grupos Multiplicativos Ćıclicos podem ser:
• finitos, quando existe um inteiro não nulo p tal que ap = e. Se este inteiro for o
menor posśıvel, p é dito peŕıodo ou ordem do grupo;
• infinitos, quando não for finito; logo, o peŕıodo p = 0.
O Grupo Diedral é um grupo multiplicativo ćıclico, com dois geradores, um corres-
pondendo ao gerador de rotações, a, e o outro, à reflexão, b.
Apêndice C
Cálculo do Genus para Alguns Bilhares
Poligonais em Termos do Número de Faces,
de Arestas e de Vértices
A Eq. (2.4) para o genus de um poĺıgono racional de h lados foi deduzida a partir do
número de faces F, de arestas E e de vértices V [101,106] dados, respectivamente, por






em que N = mmc(n1, ..., nh), relacionados conforme a equação caracteŕıstica de Euler, Eq.
(2.2). Chamamos esse procedimento de Método 1. Há outra maneira para se determinar
o genus, que é a determninação de F, E e V já considerando a identidade dos lados opostos
da superf́ıcie invariante S. A esse procedimento, chamamos de Método 2. Aplicamos
esses dois métodos para o cálculo do genus para os bilhares quadrado, triângulo retângulo




Método 1: Considere a superf́ıcie invariante S gerada por unfolding do bilhar qua-
drado, Fig. C.1(a). Nesse caso, h = 4 e N = mmc(2, 2, 2, 2) = 2, pois todos os seus
ângulos internos são retos. Assim, o número de faces, de arestas e de vértices são, pela
Eqs. (C.1):
F = 4, E = 8, V = 4.
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Figura C.1: Superf́ıcie invariante S gerada pelo bilhar quadrado via unfolding: (a) formada
por 4 quadrados; (b) formada por 1 quadrado com a identificação dos seus lados opostos,
ignorando-se as subdivisões internas (planificação do toro).
Esse resultado pode ser visualizado na Fig. C.1(a):
• o número de faces é a quantidade de poĺıgonos que formam a superf́ıcie S, isto é, 4
quadrados formando um quadrado maior;
• o número de arestas corresponde às 4 arestas externas, AB, BC, CD e DA, e às 4 arestas
internas ab, bc, db e be (claramente, as arestas compartilhadas são contadas apenas uma
vez).
• os 4 vértices correspondem a A, B, C e D.
Desse modo, o genus dado pela Eq. (2.3) é g(S) = 1.
Método 2: Nesse caso, a superf́ıcie invariante S é o quadrado da Fig. C.1(b), com os
lados opostos identificados, ou seja, AB ≡ CD e AD ≡ BC. Em vista disso, temos apenas
1 quadrado, 2 arestas e 1 vértice (todos os 4 vértices do quadrado são identificados), ou
seja , F = 1, E = 2 e V = 1, o que dá g(S) = 1, conforme a Eq. (2.3).
C.2 Bilhar Triângulo Retângulo Isósceles
Método 1: Considere a superf́ıcie invariante S gerada por unfolding do bilhar triân-
gulo retângulo isósceles, Fig. C.2(a). Nesse caso, h = 3 e N = mmc(2, 4, 4) = 4. Assim,
as Eqs. (C.1) dão
F = 8, E = 12, V = 4,
e, pela Eq. (2.3), g(S) = 1. Note que esse resultado concorda com a observação dos 8
triângulos retângulos isósceles, as 12 arestas (externas e internas) AB, BC, CD, DA, ab,
bc, db, be, bA, bB, bC, bD e os 4 vértices A, B, C e D da Fig. C.2(a).










Figura C.2: Superf́ıcie invariante S gerada pelo bilhar triângulo retângulo isósceles via
unfolding: (a) formada por 8 triângulos retângulos isósceles; (b) formada por 1 quadrado
com a identificação dos seus lados opostos, ignorando-se as subdivisões internas.
Método 2: Como a Fig. C.2(b) coincide com a Fig. C.1(b), imediatamente temos
que F = 1, E = 2 e V = 1, ou seja, g(S) = 1.
C.3 Bilhar Triângulo Hemiequilátero
Método 1: A superf́ıcie invariante S gerada por unfolding do bilhar triângulo hemi-
equilátero é o hexágono mostrado na Fig. C.3(a). Como h = 3 e N = mmc(2, 3, 6) = 6,
as Eqs. (C.1) dão
F = 12, E = 18, V = 6,
cujos valores estão condizentes com o número de:
• triâgulos hemiequiláteros que formam o hexágono;
• arestas: AB, BC, CD, DE, EF, FA, AO, aO, BO, bO, CO, cO, DO, dO, EO, eO, FO,
fO;
• vértices: A, B, C, D, E e F.
Consequentemente, g(S) = 1 pela Eq. (2.3).
Método 2: A superf́ıcie invariante é o hexágono da Fig. C.3(b), em que os lados
opostos AB e DE, BC e EF, CD e FA são identificados; assim, F = 1 e E = 3. Para
se determinar o número de vértices, considere a Fig. C.4(a). As setas representam o
sentido do movimento de uma part́ıcula na superf́ıcie invariante da seguinte maneira:
começando-se em A, a part́ıcula passa por E e depois por C. Dáı em diante, ele retorna
para A novamente [195]. Isso define um vértice, conforme se vê na Fig. C.4(b). Com
procedimento análogo aplicado aos cantos B, D e F, encontramos um segundo vértice,



















Figura C.3: Superf́ıcie invariante S gerada pelo bilhar triângulo hemiequilátero via unfol-
ding: (a) formada por 12 triângulos hemiequiláteros; (b) formada por 1 hexágono com a












Figura C.4: (a) Devido a identificação dos lados opostos do hexágono, uma part́ıcula
partindo do canto A, conforme o sentido da seta, passará pelos cantos E e C, retornando
ao canto A, definindo assim um vértice. Outro vértice é encontrado se a part́ıcula partir,
por exemplo, do canto B, passar por F e D, retornando ao canto B. (b) Esses dois vértices
são representados pelo ponto em comum de A, E e C e também de B, F e D.
dando, então, V = 2. O genus, portanto, é g(S) = 1 pela Eq. (2.3).
C.4 Bilhar Triângulo Retângulo de Ângulo π8
Método 1: O unfolding de um triângulo retângulo de ângulo π
8
gera um octógono
como superf́ıcie invariante S. Como h = 3 e N = mmc(2, 8, 8) = 8, temos pelas Eqs.
(C.1):
F = 16, ou 16 triângulos retângulos de ângulo π
8
;
E = 24, correspondendo às arestas AB, BC, CD, DE, EF, FG, GH, HA, AO, aO, BO,


























Figura C.5: (a) Superf́ıcie invariante S gerada pelo bilhar triângulo retângulo de ângulo
π
8
via unfolding formada por 16 triângulos retângulos de ângulo π
8
. (b) Os vértices A,
B, C, E, F e G correspondem ao ponto O no bitoro, enquanto D e H correspondem ao
pontos “que ligam” os dois toros. (c) Superf́ıcie invariante S formada por 1 octógono com
a identificação dos seus lados opostos, ignorando-se as subdivisões em triângulos. Além
disso, partindo-se de A, seguindo a orientação da seta e respeitando a identidade dos lados
opostos do octógono, retorna-se ao canto A, mostrando que há apenas 1 vértice.
bO, CO, cO, DO, dO, EO, eO, FO, fO, GO, gO, HO, hO;
V = 6, correspondendo à A, B, C, E, F e G. Os pontos D e H não contabilizados como
vértices são responsáveis pela “ligação” entre os dois toros, conforme se vê na Fig. C.5(b).
Método 2: A superf́ıcie invariante é o octógono mostrado na Fig. C.5(c) com lados
opostos identificados; logo F = 1 e E = 4. Considerando um movimento de uma part́ıcula
no canto A, com o sentido especificado pela seta, após a transição para F, C, H, E e B,
retorna-se ao canto A, ou seja, todos os pontos correspondem a um único vértice, V = 1.
Portanto, g(S) = 2 pela Eq. (2.3).
Apêndice D
Reflexão Especular no Bilhar Triângulo
Retângulo
Demonstramos que a reflexão especular de uma part́ıcula, que incide na hipotenusa de








Reflexão Especular no Espaço de Configuração C2
Considere o espaço de configuração C2 da Fig. D.1(a). A região triangular destacado
pode ser interpretado como um bilhar triângulo retângulo isósceles, no interior do qual
uma única part́ıcula move-se com velocidade constante até que seja refletida nos catetos e
na hipotenusa. A reflexão nos catetos é especular, pois nelas o estado depois vd = (v1d, v2d)
é o estado antes com um dos seus componentes com sinal trocado,
vd = (v1d, v2d) = (−v1a, v2a),
se a part́ıcula for refletida em q1 = 0, e
vd = (v1d, v2d) = (v1a,−v2a),
se a part́ıcula for refletida em q2 = L.


















Figura D.1: (a) Espaço de configuração C2: uma part́ıcula com estado va = (v1a, v2a) in-
cide relativamente à hipotenusa em um ângulo ξ1 e é refletida com estado vd = (v1d, v2d)
em um ângulo ξ2 relativamente à hipotenusa. (b) Região triangular do espaço de confi-
guração C2 rotacionado de π
4
no sentido horário, em que Va e Vd são os estados corres-
pondentes rotacionados, com n indicando a direção perpendicular à hipotenusa.
matricial




















Para verificarmos se a part́ıcula é refletida especularmente, rotacionamos o triângulo re-
tângulo isósceles no sentido horário pelo ângulo π
4
, obtendo-se a representação dada pela
Fig. D.1(b). Desse modo, os estados va e vd também serão rotacionados por esse mesmo
ângulo. Considere




























































Agora, podemos determinar tg ξ1 =
V2a
V1a







, tg ξ2 =
v1a − v2a
(3− γ)v1a + (3γ − 1)v2a .
Os ângulos ξ1 e ξ2 estão no sentido horário e anti-horário, respectivamente. Então, se a





(3− γ)v1a + (3γ − 1)v2a ,





(3− γ)v1a + (3γ − 1)v2a ,
contanto que v1a = v2a. Assim,
(1− γ)(v1a − v2a) = 0,
cuja única solução é γ = 1.
Portanto, a reflexão especular ocorre apenas quando, no sistema original, as massas
das duas part́ıculas forem iguais.
Reflexão Especular no Espaço de Configuração Ĉ2
A transformação canônica dada pela Eq. (D.1) permite-nos transformar o espaço de
configuração C2 no espaço de configuração Ĉ2, conforme a Fig. D.2(a), e a Eq. (D.2) na
equação matricial














Claramente, a reflexão especular nos catetos é preservada, valendo o mesmo argumento
exposto acima no caso do espaço de configuração C2.
Usamos o mesmo procedimento acima para mostrar a propriedade da reflexão especu-
lar. Rotacionando por um ângulo θ
2
no sentido horário, obtemos a representação ilustrada
na Fig. D.2(b) e, por conseguinte, também os estados wa e wd, em que

































Figura D.2: (a) Espaço de configuração Ĉ2: uma part́ıcula com estado wa = (w1a, w2a) in-
cide relativamente à hipotenusa em um ângulo ξ1 e é refletida com estado wd = (w1d, w2d)
em um ângulo ξ2 relativamente à hipotenusa. (b) Região triangular do espaço de con-
figuração Ĉ2 rotacionado de θ
2
no sentido horário, em que Wa e Wd são os estados
correspondentes rotacionados, com n indicando a direção perpendicular à hipotenusa.























−w1a sen θ2 + w2a cos θ2
]
,
























− w2a cos θ2
]
.
Consequentemente, sendo tg ξ1 =
W2a
W1a

























tg ξ1 = − tg ξ2.
Portanto, como os ângulos ξ1 e ξ2 são preservados nas Figs. D.2(a)-(b), a reflexão
especular na hipotenusa do triângulo retângulo é válida para qualquer ângulo θ.
Apêndice E
Ilustração da Vantagem da Notação
Complexa sobre a Matricial









1 , considere a sequência de colisões:
1. colisão p-p, gerando velocidades v
(1)
1 < 0 e v
(1)














1 < 0 e v
(2)











3. colisão p-p, gerando velocidades v
(3)
1 < 0 e v
(3)



















4. colisão p-w, em que a part́ıcula 1 é refletida na parede, gerando velocidades v
(4)
1 =





2 ) = −RM(γ)RM(γ)(v(0)1 , v(0)2 );

















2 ) = −M(γ)RM(γ)RM(γ)(v(0)1 , v(0)2 ),
em que RM(γ) = M(γ)R.
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Observe que as três colisões p-p geram um estado com uma dependência polinomial de
grau três em γ; assim, à medida que há mais colisões p-p, o grau desse polinômio também
aumentará. Isso impõe uma dificuldade para se gerar analiticamente os estados posśıveis
para um dado γ. Por outro lado, tanto esta sequência de colisões, quanto o estado final






1. colisão p-p: z1 = e
ıθz0;
2. colisão p-w, em que a part́ıcula 2 é refletida na parede: z2 = z1 = e
−ıθz0;
3. colisão p-p: z3 = e
ıθz2 = e
ı2θz0;
4. colisão p-w, em que a part́ıcula 1 é refletida na parede: z4 = −z3 = −e−ı2θz0;
5. colisão p-p: z5 = e
ıθz4 = −eı3θz0.





z5 = (−w(0)1 cos 3θ − w(0)2 sen3θ) + ı(−w(0)1 sen3θ + w(0)2 cos 3θ). (E.2)




2 ) a partir da Eq. (E.2), basta usar a
definição vi =
√
2m−1i wi. Além disso, com esta definição juntamente com a Fórmula de
De Moivre1, podemos obter a Eq. (E.1) analiticamente.
Em vista disso, justificamos a preferência da utilização da notação complexa para os
estados gerados pelo sistema.
1A Fórmula de De Moivre estabelece que, dado um número complexo z = |z|(cos θ + ı sen θ), temos
zn = |z|n(cos θ + ı sen θ)n = |z|n(cosnθ + ı sennθ) [107].
Apêndice F
Hamiltoniano Clássico e Quântico de Duas
Part́ıculas Confinadas em uma Caixa 1D em
Função das Coordenadas de Centro de Massa
e Relativa
Analisamos neste apêndice o hamiltoniano clássico e quântico em termos das coorde-
nadas de centro de massa e relativa para evidenciar a assimetria do espaço de configuração
correspondente.
F.1 O Hamiltoniano Clássico
No Caṕıtulo 3, vimos que o hamiltoniano clássico de duas part́ıculas em uma caixa
1D é







+ V (q1, q2), (F.1)
com λ→ ∞ e 0 ≤ q1 ≤ q2 ≤ L e V (q1, q2) = λ[δ(q1) + δ(q1 − q2) + δ(q2 − L)]. Desejamos
expressá-lo em coordenadas de centro de massa e relativa normalizadas X e x,






, x = x1 sen
θ
2
− x2 cos θ
2
, (F.2)













A representação matricial descrevendo a transformação das coordenadas (x1, x2) para
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do espaço de configuração da Fig.
3.2(a), gerando o espaço de configuração da Fig. F.1 (note que a representação matricial
de uma transformação das coordenadas (x1, x2) para (X, x) é uma reflexão por um ângulo
θ
2
, a mesma regra de troca de momentos normalizados).
Para se obter o hamiltoniano clássico associado ao espaço de configuração da Fig. F.1,









q, q2 = Q− m1
M
q. (F.5)











em que M = m1 +m2 e μ =
m1m2
M




















Desse modo, o potencial V (q1, q2) nessas novas coordenadas fica


























A Eq. (F.9) mostra que o potencial Ṽ (x,X) delimita a região 2D entre as retas
R1 : x = 0, (F.10)














Figura F.1: Espaço de configuração com relação ao hamiltoniano clássico.
R2 : X = −x tg θ
2
, (F.11)









isto é, temos o espaço de configuração da Fig. F.1. Note que o produto dos coeficientes
angulares das retas R2 e R3 é -1, ou seja, essas retas são perpendiculares entre si [196].
Expressando os momentos das part́ıculas pi em termos dos momentos de centro de























2mPcm e pr =
√
2mPr, obtemos o hamiltoniano clássico em termos de
momentos normalizados,
H̃(x,X, Pcm, Pr) = P 2cm + P 2r + Ṽ (x,X). (F.13)
Como o hamiltoniano é clássico, as regiões delimitadas pelas retas R1, R2 e R3 são
impenetráveis e, sendo assim, temos que impor o limite λ→ ∞ no potencial.
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F.2 O Hamiltoniano Quântico
A versão quântica do hamiltoniano da Eq. (F.1) é










+ V(q1, q2), (F.14)
em que o potencial V(q1, q2) possui, agora, mais dois termos,
V(q1, q2) = λ[δ(q1) + δ(q1 − L) + δ(q1 − q2) + δ(q2 − L) + δ(q2)],
pois as part́ıculas podem tunelar entre si.
Nas coordenadas (x1, x2), o espaço de configuração do sistema é um retângulo com uma
diagonal, conforme a Fig. 4.1(b). A aplicação da Eq. (F.3) nessas coordenadas rotaciona o







no sentido anti-horário, gerando o espaço
de configuração da Fig. F.2. Verifiquemos que o potencial V(q1, q2) nas coordenadas
(x,X) coincide com esse retângulo rotacionado.
















































A Eq. (F.15) mostra que o potencial delimita a região 2D nas retas R1, R2 e R3, além
das retas,












As retas R4 e R5 têm o mesmo coeficiente angular das retas R3 e R2, respectivamente,
mostrando que elas são paralelas; logo, a região 2D é o retângulo da Fig. F.2.
Podemos determinar o ponto A = (xA, XA) de intersecção das retas R2 e R3 e o ponto
B = (xB, XB) de intersecção das retas R4 e R5, resolvendo-se o sistema de Eqs. (F.11) e





















































Comparando as coordenadas desses pontos, vemos que as posições relativas são simétricas,
xA = −xB, mas não as posições do centro de massa, XA = −XB. A simetria ocorre apenas
para θ = π
2
e, nesse caso, a região retangular torna-se uma região quadrada.
Assim, em geral, a função de onda do sistema Ψ̃(x,X) não é simétrica em relação
ao eixo X. No entanto, há uma simetria de reflexão invertida: em relação ao centro do







(em vermelho), a função de onda tem
o mesmo valor nos pontos (x,X) diametralmente opostos.
Para o caso espećıfico de duas part́ıculas confinadas em 1D que podem tunelar entre
















































em que λ é finito e Λ → ∞.
O hamiltoniano H̃ em termos das coordenadas (x,X) é calculado aplicando-se as
definições estabelecidas pelas Eqs. (F.4)-(F.8) nos operadores diferenciais da Eq. (F.14).
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Contudo, isso é complicado no caso geral, pois a função de onda Ψ(q1, q2) não é separável
nas coordenadas (x,X), por conta da assimetria do espaço de configuração da Fig. F.2.
Apenas para o caso particular do espaço de configuração ser um quadrado que a função
de onda é separável nas coordendas (x,X), ou seja, Ψ(q1, q2) = ϕ(x)φ(X), facilitando a
determinação do hamiltoniano H̃.
Apêndice G
Demonstração de que a Função de Onda
Base Preserva a Continuidade, a
Descontinuidade da Derivada Primeira e
Satisfaz a Equação de Schrödinger
Considere a função de onda Ψ(x1, x2) = φ(X)ϕ(x). A função φ(X) e suas derivadas
são cont́ınuas para qualquer real X e ϕ(x) é cont́ınua para qualquer real x, mas tendo de-
rivada primeira descont́ınua em x = 0, conforme a Eq. (4.7). A função Ψ(x1, x2) também
deve ser cont́ınua para qualquer x1, x2 reais e ter sua derivada primeira descont́ınua em
x2 =
√
γx1, além de ela satisfazer a equação de Schrödinger.
Continuidade: Decorre da conservação do momento linear que κ′1 +
√
γκ′2 = κ1 +√
γκ2; assim, a Eq. (4.22) em x2 =
√




⎧⎨⎩ (a−(κ1, κ2) + a−(κ′1, κ′2))Ae(κ1+
√







γκ2+κ1)x1 , x1 ≥ x2√γ
,
em que,
a−(κ1, κ2) + a−(κ′1, κ
′




+(κ2, κ1) = 2.
Isto mostra que a função de onda é cont́ınua em x2 =
√
γx1.
Obs.: Por uma questão de ênfase, Ψ(x1,
√





Descontinuidade: Como o potencial de interação contém um delta de Dirac, a
derivada primeira da função de onda deve ser descont́ınua em x2 =
√
γx1. Para que
essa descontinuidade esteja coerente com a Eq. (4.7), derivamos parcialmente Ψ(x1, x2)








γx1 e multiplicamos os






































após a substituição de κ′1 e κ
′
2 em termos de κ1 e κ2, de 1 − cos θ = 2sen 2 θ2 , 1 + cos θ =
2 cos2 θ
2









γκ2)x1 . Para se ter certeza que a Eq. (G.1) está correta, devemos obter a partir

























obtemos facilmente a Eq. (4.7) pela substituição da Eq. (G.2) na Eq. (G.1).
Satisfaz a Equação de Schrödinger: Derivando Ψ(x1, x2) parcialmente duas vezes








2x2)], x1 ≤ x2√γ









2x2)], x1 ≤ x2√γ
−A[a+(κ′2, κ′1)κ′22 eı(κ′2x2+κ′1x1) + a+(κ2, κ1)κ22eı(κ2x2+κ1x1)], x1 ≥ x2√γ
,











= A[(κ21 + κ
2
2)a














2x2)] = EΨ(x1, x2).
Obtemos o mesmo resultado na região
√
γx1 > x2. Logo, a função de onda Ψ(x1, x2) é
solução da Eq. (4.2) para x = 0.
Assim, qualquer combinação de ondas planas da forma da Eq. (4.22) (ou a Eq. (4.27))
será cont́ınua, sua derivada primeira exibirá a descontinuidade de um delta de Dirac e será
solução da equação de Schrödinger.
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[37] S. Albeverio, F. Gesztesy, R. Hoegh-Krohn e H. Holden. Solvable Models in Quantum
Mechanics (Springer-Verlag, 1987).
[38] M. Carreau. Four-parameter point-interaction in 1D quantum systems. Journal of
Physics A: Mathematical and General 26, 427–432 (1993).
[39] F. A. Coutinho, Y. Nogami e J. F. Perez. Generalized point interactions in one-
dimensional quantum mechanics. Journal of Physics A: Mathematical and General
30, 3937–3945 (1997).
[40] E. L. Martin Hallnäs e C. Paufler. Exact solution of two complementary one-
dimensional quantum many-body systems on the half line. Journal of Mathematical
Physics 46, 052101 (2005).
[41] Y.-Q. Li. Delta-Function bosons in a one-dimensional potential well. Physical
Review A 52, 1, 65–69 (1995).
[42] Y.-Q. Li. Delta-Function spin-1/2 fermions in a one-dimensional potential well.
Physical Review A 53, 6, 3743–3748 (1996).
[43] C. C. Bradley, C. A. Sackett, J. J. Tollett e R. G. Hulet. Evidence of Bose-Einstein
Condensation in an Atomic Gas with Attractive Interactions. Physical Review
Letters 75, 1687 (1995).
[44] M. T. Batchelor, X. W. Guan, N. Oelkers e C. Lee. The 1D Interacting Bose gas in
a hard wall box. Journal of Physics A: Mathematical and General 38, 7787–7806
(2005).
[45] M. A. Cazalilla, R. Citro, T. Giamarchi, E. Orignac e M. Rigol. One Dimensional
Bosons: From Condensed Matter Systems to Ultracold Gases. Review Modern of
Physics 83, 1405 (2011).
[46] X.-W. Guan, M. T. Batchelor e C. Lee. Fermi Gases in One-dimension: From Bethe
Ansatz to Experiments. Review Modern of Physics 85, 1633 (2013).
[47] A. H. van Amerongen et al. Yang-Yang Thermodynamics on an Atom Chip. Physical
Review Letters 100, 090402 (2008).
[48] B. Paredes. Tonks-Girardeau gas of ultracold atoms in an optical lattice. Nature
429, 277–281 (2004).
[49] L. R. Walker. Antiferromagnetic linear chain. Physical Review 116, 1089 (1959).
Referências Bibliográficas 171
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